DIE ZAHL UND DAS UICENDLICHKLEINE 

by 

Karl Ck)ebel 



1 




J/ATE COLUGE 



» * • . 



- '» 



•», 

» 5 » • » • ••• • 

» 1 , 



1 « • » " ' , 
>■'••, 



4 « 



Die Zahl 



und das Uiiendlichkleine 



von 



JDr* K"arl Ooebelt 



8o«tl. 




\ 



LEIPZIG. 
Gustav Fook« 

1896. 



ly, .-cci by Google 



0 



.1' 



.d by Gl 



• » • 
I« *>•••)•* 



Die ZaU 



und das Uneudlichkleke 



von 



Dr* maxi Ooebel» 

8o«it. 




■ - ^ 



LEIPZIG. 
Gustav Cook. 



1896. 



//.■ 



.Digitizoü by Cjt)Ov 



p 



« * 



Digitized by Goog z 



MA V{ 



Repradaced Iv 

DUQPAGE PROCESS 
.biHw 
U.S. of Aoiefica 



miCRQ PHOTO DMSIOn . . 

IMO «NAW AVE. eUVilANh OMM 44IU 




ELLBHOUJEa 



f 



DP 1237J 



Digitized by Copgl 



••• • • 



••: ••• ••; : < • : ,•• • 



• • • • %« ••• • • 



Die Zahl entsteht dndurcb, dnss ich ein Allgonioines, 
einen pritt', besondere, mir ein r jeden Besonderung bewusst. 
werde ur<d nlle Akte dieser Besf>nderung zu einer VorsteUung 
7.U8nninienfnsse. Die Besondernng des Allgemeinen ohne dns 
Hcwusstsein einer jeden Resonderung erzeugt nur den Hegriff 
drs Vielen, aber niclit den des hestimtnten Vielen, der Zahl. 
Die Zahl misst die Diskretion des Bewusstseins, d. h. sie ist 
das Muss dafür, wie oft das Bcwnsstsein sich in derselben 
Thäti;,'keit /.ur Erscheinung gekommen ist, oder wieviele Vor- 
stellungen es unter eine allg'?moinere subsumiert hnt. Sie 
ist das Schema für das Denkgesetz der Division der Begriffe, 
die Vorstellung von der foj malen Thätigkeit der Begriffs- 
ordnung nach dem Verhältnis des Allgemeinen und Besonderen. 
Wenn ich messe, so ist das Mass das Allgemeine, und wenn 
ich unbenannte Zahlen zähle, so ist diese formale Thätigkeit 
an sich das Allgemeine, das mit jeder Zijhl von neuem ge- 
setzt wird. Das Element der Zahl ist also das Setzen eines 
Allgemeinen in einem Besonderen. Das ist die Zahleneinheit, 
die von der Einheit des Begriffes und der Wahrnelununsr 
verschieden ist. Die Einheit des Begriffes ist das Identisclie 
in dem vielen Besonderen, und die Feinheit der Wahrnehmung 
ist die gemeinschaftliche Wirkung vieler Empfindungselemente. 
Hier entsteht die Einheit aus dem Vielen und ist diesem 
nicht homogen, die Zahleneinheit ist die Einheit, die dem 
Vielen homogen ist, und das woraus dieses entsteht. Sie ist 
das Setzen eines Allgemeinen im Besonderen, und die Wieder- 
holungen dieses Setzens sind das Vielfache. Auf der Ver- 
mengung der verschiedenen Einheiten beruhen alle Aporieu 
des J'latonischen Parmenides. Die Einheit überhaupt ist eine 
Diskretion, die im Gegensatz zur Stetigkeit des Seins durch 
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düMii Bcothung tum HwwtmHdn «ntelthi Die Kater »elbst 

ist ein nach Raum und Zeit, lubstantiell und kauaal, zuaaramen- 

hängendes Ganze, eben ein stetig Seiendem und Werileinle». 
Im Gegensatz dazu iat daa ßawuHhisiein diiikret; die Dis» 
kreiion gehört lum We^eu des Bewusstseins, und auH der 
Beziehung der Natur zu einem andern Si'ienden, das als 
solclies e))en auch stetig gedacht wird, entstellt das Bcwunst- 
sein, iu dem diese Beziehungen als bestimmte Momente den 
stetig Daseienden featgelagt und so die kontinuierliche Welt 
in diskrete Vorstellungen verwandelt wird. So i^t die Kin- 
heifc ftlr die Vorstellung überhaupt notwendig, aber sie ist 
dann eine Zahleiieinlieit, wenn ich eine allgemeinere Vor^ 
Stellung in einer besondere aetie, oder eine besondere einer 
allgemeineren subaumiere. 

Deshalb ist auch der unbestimmte Artikel und das 
Zahlwort „ein* dasselbe. Wenn ich sage: das ist ein Ilaani, 
so subsumiere ich eine Wahrnehmung unter einen BegrilF, 
nur dasa ich davon abgehe, das.s ich eine solche Sub- 
sumierung wit'derliülen kann. Suj^e ich aber: das ist ein 
Baum, so thue ich ganz dasselbe, nur da.ss itli zugleich an 
die Wiederholungen einer derartigen Subsumierung denke. 
Die Schwierigkeiten, die in dem Problem des Einen und des 
Vielen befiusst wurden, entstanden nur daraus, duss raun beide 
Begriffe vevdinglichte oder wenigstens als reelle Eigenschuften 
betrachtete. So kann also das, was dem Wesen nach Eins 
ist , nicht augleich viel aein« und das Ganze keine Teile, 
das Ding keine Kigenachafteu, der Gattungsbegriff keine Art- 
begriffe und das Seiende keine Momente des Werdens in sich 
enthalten, wie das die Eleaten ausführten. Aber dus Eine wie 
das Viele existieren nur als Beziehungen der Natur und dt-i 
Geistes zu einander und sind ein Au8<lruck fUr die durcli iiire 
Wechselbeziehung verursachten Diskretionen. Die Gesetze, mich 
denen diese Diskretionen gebildet werden, sind die der Üuh- ' 
stuntialität, der Kausalität und der Spccialität Und wie dus i 
Scliema für die ersten beiden Gesetze der Kaum und die Zeit t, 
sind, so isl das Schema des letzten Gesetzes die-ZahL In I 
der Verdinglichuug dieses Schemas der Zahl liegt wicderam | 
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(1er Gnind der PythagoreiBchen und Platonischen Zahlen* 

phantnsien. 

Ein Schema ist die anschauliche Vorstellang einer der 
Kategorien, nach denen fiheiliaupt die Yorrtellangen gebildet 
werden. Die Kategorien beieiehnen die GeeetM dieser Bildnng, 
aber in begrifflicher Form. Die Gesetze sind die der 8nb- 
stantiMitSt» der Kauaalitftt und Specialitii, die Kategorien die 
Snbstana, oder das Seiende^ das Werden, die Begriffsreihe. 
Diese Kategorien werden nlso, a))gcsehen Ton ihrem Inhalt, 
anschauUcli, d. Ii. als Formen vorj^estellt, in denen alles, was 
aTs seiend, werdend oder in begrifflicher Beziehung gedacht 
werden kann, seine Stelle findet. Die Schemen sind demnach Be- 
grift nnd Kinzelding oder Ganzes zngleich und ihre Begriffspecies 
sind zugleich auch Teile des Ganzen. Und da es zum We{»en 
des Begriffs gehr)rt, unendlich viele Möglichkeiten in sich zu ' 
enthalten, so mlissen sie unbegrenzt sein, damit diese alle 
ihren Platz finden kdnnen. Weil femer ihr Begriff auch 
Einseines, durch Begrenzung der unbegrenzten Mannigfaltig- 
keit das Gedachte nnd Angeschaute ist, so srad alle Be*« 
Bondemngen in ihrem Gebiete identisch, alle Raomfiguren, 
Zeiträume und Zahlen derselben Art sind dieselben und unter- 
scheiden sich nur, jene durch den Ort und die Zeitlagc, und 
die Zahlen durch das Allgemeine, das besondert wird, d. h. als 
benannte Zahlen, aber nicht als Zahlen an sich. 

Die Zahleneinheit oder die ?jins ist also das Setzen eines 
Allgenieincn in einem Besonderen ohne Wiederholung, und 
die Wiederholungen und deren Zusammenfassung zu einer 
A'orstellung geben das Vielfache oder die Zahlenreihe. Jede 
Zaiil ist der Ausdruck ftlr ein bestimmtes Vielfache der 
Wiederholung und zeigt von selbst an, wie sie aus der Eins 
entstanden ist. Und das Bechnen hat den Zwecjc, aus den 
bekannten Teilen einfr ZahlengiGsse den 'bestimmten Ort des 
Ganzen in der Zahlenreihe an Ünden« d. h. das GanM als 
Zahl auszudrucken, durch die es unnrittelbat klar ist, wie 
es aus dem ursprOnglichsten Elemeht, der Ebs, entstanden. 
Die Addition ist unmittelbar mit der Zahl gegeben. Kur 
gehe ich dabei auch von einem andern Zahlenorte als der 



Eins aus. Zähle ich 7 zusammen, so gehe ich von 7 
oder 9 aus und Hude den Zahtenort, der durch dus weitere 
9- oder 7 malige Setzen der Eins erreicht wird. Ich habe 
also 7 -f- 9 1 G. Alles Ueclwen vollzieht sicli in der Form 
der Gleichung, da ich ein Ganzes finden will, das der (irösse 
nach mit den gegebenen Teilen identinch ist. Nun kehrt der 
Menseh vennSgo der Freiheit, mit der er »ivh Zwecke aetot 
and die Mittel dei Denkens denaelben nnimsst, die Aufgabe 
um und sucht aus xwei gegebenen Zahlenorten den dritten, 
von wo mtm ausgehen muai, um den einen vermittelst der 
HinxufOguug der Einheiten, die der andere bezeichnet, tu 
eiTeichen; d. h. den Zahlenort zu bestininien, der den Zahlen- 
weg zum Ganzen, das Zahlen von der Eins an, da berjrenzt, 
wo der ge«(ehene Teil bei^iiuit, so diiNS ith also diesen Teil 
nicht zuzahle oder voji deni Ciaiizeii abzälile. 7 = 1<> — 0 
heisst also den Teil !( zur 7 nicht zuzählen oder ihn von 
16 abzählen. Das Xiehtzu/ählen zu einem Teil des GumEeii 
ist dassellie wie das Abzählen oder Abziehen vcni Ganzen. 
Fasse ich die Aufgabe nun allgemein, ohne das Wert- 
verlifiltttiM der Zahlen gegeneinander xu berClckaichtlgen luid 
sucIm» die Zalil, von der ich unsgehen muss, um durch Hinzu* 
fllgeu von 16 Einheiten tu dem Zalilenort 0 zu gelangen, 
also 9 — 16, 80 Ist die Aufgiilie in dit*ser FasHung unmiiKli« !)« 
denn wenn ich lö von 9 abzuzählen ausiVihre, mo ist mit 
9 Einheiten der Minuendus schon erschöpft, ich habe also 
keine Zahl, zu der ich 16 hinzufügen nmss, um 9 zu be- 
kommen, fahre ich aber in der Abzahlung von Iti fort, so be- 
komme ich noch 7 abgeziildte Einheiten. Wenn ich aho 
7 Einheiten abzähle bis zur Null und dann von da aus 9 
zuzähle, 80 habe ich 16 Einheiten gezählt« Die Aufgabe iai 
also möglich, wenn ich sie allgemeiner gestalte und Uber- 
haupt sage, wenn ich eine Zahl von einer andern abziehe, so 
¥rill ich den Zahlenort haben, von dem aus ich die Einheiten 
des Subtrahendus zShleii muss, um zum Zahlenort des 
Minuendus zu gelangen. Habe ich also eine negative Zahl, 
so bedeutet dieselbe, dass ich, um der Gleichung, aus der sie 
entstanden, GenUge zu leisten, ihre Einheiten nicht von Eins 
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HM ZU /alil zii/älilon, sondern von (Ut Zahl rUck- 

vviirts ttl»/ül>lpn niu*<s. K«* ^ic!)t krine negative Kins als eine 
Sp^rirs einer ftllj(eineinen Znhleneinheit Ks gie^t nur eine, 
«lie rthsolute, Kins. Allein ich kann die negative Zahl aus 
einer finjfierten nf^ntiven Kins ebenso enUiehen lassen, wie 
die uhKolute Zahl aus der al>soluien Eins, weil ich beim Ab- 
ziehen einer Zahl die Einlieii ebentovielnial setze wie l)ei 
dem Zu7.uhleu dernellien, und so kann ich selbstündi^ 
negntive Zahlen fingieren. Ebenso kann ich auch die so 
fingierte negative Zahl addieren oder die Subtraktion einer 
absoluten Zahl in die Addition einer negativen verwandeln, 
denn das ISubtraktiomoeichen vor der absoluten Zahl, etwa 
— 2, beileutet, dass ich xn der gesuchten Zahl gelange, wenn 
ich von der Eiiw an 2 Einlieiten weniprer zähle, das Additions- 
zeichen aller vor der n»*gativen Zahl, dass ich ausser bis zu 
der Zahl no<li 2 Kinheit^n /.älilen soll, aber von der Zahl 
anlangend nukwürts nacl» der Eins hin, was dasselbe be- 
deutet wie jiMH's. n — h = a -\~ ( — h). Zielio icli aber eine 
negative (jnisse ab, so heilst «las, ich soll, statt von einer 
gegelienen Zahl zur Kins hin, umgekehrt wiederum von ihr 
weiter vorwärts zählen, d. h. addieren, a — ( — b) = a-{'b, 
Addition und Subtraktion sind die einzigen durch die 
Zahlenreihe von selbst gegebenen Rechnungen. Auch die 
Natur addiert und subtrahiert nur, oder vielmehr, was sie 
auf der einen Seite ihrer, ewigen Oleicbung addiert, mib- 
trahiert sie auf der andern und umgekehrt Aber wie ich 
beim Zfihlen jeden beliebigen Ausgangsorl wählen kann, um 
von da aus durch Zahlen der Eins zu einer andern l^e- 
stinunten Zahl zu pjelan^en, so kann ich auch jede beliebige 
Zahl als die Einheit betrachten, aus der eine andere Zahl 
ebenso entsteht, wie sie sell)er aus der Einheit. Das ist die 
Multijdikation. Die Zahl, die ich als Einheit betrachte, ist 
der MMltiplikondus, und der Wiederholungsfaktor der Multi- 
plikator. Wenn ich die Gleichung habe 2X3 = 6, 80 ent- 
steht- die Zahl 6 aus der 2 wie die 8 aus der £ins, und bei 
fix 2^6 die Zahl 6 aus der fi wie die 2 aus der Eins» 
Nun gilt die Regd, dass ich Molliplikaiidiis und Multiplikalot 



miteinander YaffUuscfaen kann, ohn« den Wert de« Produktes 

zu vemndern. 

Der Beweis für diesen Satz int sehr einfach, sobald man 
nur von der PrftnuBse ausgeht, dass 1x1 1X1>*1 ist, 
d. h. dass das Setzen des Allgemeinen im Besondem ohne 
Wiederbolung eben die Eins ist Habe icb also a X ^ vn^ 
&X«9 10 Itee icb a in seine Einbeiten nnf »l-f 1 + 
lanial und ebenso .6 in l-)-l...^niaL Multiplifiwe idi 
nun die o-Ebbeiten mit 6x 1« ao bekomme icb ax& Ein^ 
beiten, und mnltiidisieie icb umgekebrt die ^Einbeiten mit o, 
so bekomme icb &xa Einbeiten, aber in beiden Fftllen babe 
ieb 1 X 1 BS 1 gleicbrielmal genommen. Die beiden Werte 
sind also =. Habe ich nun absolute und negative Zahlen 
miteinander zu multiplizieren, — a X ^, so hekst das also, 
ich Süll a subtrahieren und diese Subtraktion b mal wieder- 
holen, alsdann habe ich die Subtraktion a'xb wiederholt, 
d. h. —axlt ist = — a6, und ax — /' heisst, ich soll die 
Einheit a 6 mal zählen, aber nicht von der Eins ab, sondern 
zur Eins hin, dann habe ich aZ> Einheiten nach der Eios bin 
geiättilt, d. h. ich habe — ab gestahlt. Ist nun — ax ~6 
SU multiplizieren, ao soll icb — a Einheilen 6 mal stählen, 
aber nun in umgekebrter Ordnuiig, also nicht atur Eins bin, 
wie icb — a gesSblt babe, sondern von der Eins wiederum 
forta.«A. Hier kann man ancb klar sehen, wie es keine 
natürliche negative Zalüeneins giebt leb kann die Multi- 
plikationsregeln auch einfach aus der Definition der Multi- 
plikation ableiten. Ich kann also sagen, wenn ich — ax 

— b habe, so soll ich die Zahl finden, die aus — a ebenso 
entsteht wie — b aus der Einheit. Lege ich nun die negative 
Einheit zu Grunde, so entsteht — b aus — 1 durch ^malige 
Addition von — 1, also mUsste das Produkt durch 6 malige 
Addition von — a entstehen, das würde aber — a x ^ geben = 

— ab. Lasse ich hingegen — b aus der absoluten Eins durch 
^maliges Rückwartssählen derselben von einem bestimmten 
Zablorfte aus eutstefaen, so entstebt alsdann aus — a die ge- 
suchte Zahl, mdem ich — a Einbeiten 6 mal zahle, aber uui- 
gekebrt^ d. b. in der Richtung von der Eins ab o&mal zahle. 
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^(fyC;- b ^ab. Oder — b «mitiehi der Eins so, dass 
irb b sfihle und die Summe — nehme, das Produkt entsteht 
tue — ^« indem ich — « 6mnl tfhle ~ und diese Summe 
— nehme — {-^ab)mmtib. 

Des umgekehrte Problem, m einem gegebenen Viel> 
(sehen und dem Wiederholungsfnktor, dem Mtiltiplikstory den 
Multipitkandus oder umgekehrt lo finden, fllbrt lur T)iT»iimi. 
}|nt nmn slter Viei der Multiplikation diiH Vielfache als Ein- 
heit iH'traciiti't , M» kann man auch umj^ekehrt die Eins als 
ViflfarhoR l»ftra<l»t»"n. i»n(l so ent?<tolit der erhte Hruch. Der . 
rchte Hru. Ii Jiiit di r Kii)s als Zähler ist rin«' nn«j;enomniene 
Kiuheit, aus der die Eins entsteht, wie aus dieser der Nenner. 
Ich kann ihn auch als einen neuen Zshlort ansehen, von dem 
aus ich durch Vnrwurtszuhlen xur Eins, wie von dieser tum 
Nenner gelange. Von dem Kenner gelange ich Sur Eins 
durch JCOckwSrtfitihlen, Tom Bruch durch VonrSrtssählen. 
Und setie ich hier wiedenim statt der Eins jede beliebige 
Zahl, 80 habe ich den allgemeinen Bruch, aus dem der 
Zihler entsteht, wie der Kenner ans der Einheit. Deshalb 
nennen die Griechen den Bmeh hr/fK!, und wir ein Ver» 
hnltnis, weil jeder Bruch ursprünglich eine Proportion an- 
deutet; er vorhält sich zum Zähler, wie die Einheit zum 
Nonncr. Dadurch, dass ich die Eins als Vielfaches setze, 
nird oino nouo Zulileiiroihe pohildot, dir ehcnso in das iin- 
iM'grcn/.t Kleine, wie die aus der Eins durch Addition ent* 
stehende in das unlM.>grenzt Grasse fortschreitet. 

IfSNfe ich eine Grosse aus einer Zahl durch Multiplikation 
ihrer sellist enbitehen, so ist das die Potensierung. £s ist 
das eine sich immer wiederholende Addiemng, wobei ich die* 
gewonnene Gidss^ j«di»mal als nene Einheit ansehe^ aus der 
eine neue Grösse ebenso entsteht, wie jene aus der für. sie 
angenommenen Einheit Die Basis besetchnet die Ansahl der 
ursnrflnglichen Einheiten und jedesmaligen Summanden, der 
Exponent die Anzahl der zu bildenden Einheiten und zu 
wiederholenden Additionen. Daraus folgt unmittelbar das 
Gesetz fiir die Multiplikation der Potenzen. Denn wenn ich 
a"* X a" habe, so zeigt o« an, dass ich dieselbe* Operation, die 
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ich mi a «iiiial vorgenomnicn htb«! ttodi Nmal, iL b. im 
ganien n + mnuil vomluiiea iolL Danas folgt too aellMt 

das Gesetz der Division. Die negative Potent zeigt natürlich 

aUf dasä ich das Zählen der gewonnenen Einheiten statt von 
der Eins furt umgekehrt zur Eins liin vornehmen soll. 
2* =s 8 ist also der Ziihlenort, zu dem icli gelange, wenn ich 
8 mal Eins vorwürt&zühle, oder von dem aus ich zur Eins gelange, 
wenn ich 8 mal Eins rückwiirtszähle; 2 • w ird die neue Zahlen- • 
einheit bezeichnen, von der<au«i ich durch ihr 8nniliges Zu- 
xtthlea zur Eifu^ oder su der ick von der £üui durch 

ihr 8 maliges Abzählen oder Subtrahieren gehmge, d. i. \ 

a"* ist also « ~. E-^ ist das analoge Verhältnis w ie bei der 

Reihe der ganieu' Zahlen und Brüche. Gehe ich von der 
Eins in der Keihe dar, ganzen Zahlen vor, su addiere ich, 
gehe ich hingegen von ihr in die Bruchreihe, so subtrahiere 
ich. In diesem Fall«;, « erwandelt sich die Addition in Sub- 

tmktiuu. bei den neji^tiven Potenzt?n die Multiplikation in 
Division. Habe ich aber so ]>ezeichnet das die Zahl, 
aus der weder durch Vorwärts- noch durch Hückwärtszähleu 
die Eins entsteht, das ist nur die Eins selber, 0"= 1, wäljrend 
aXo bedeutet, doss ich Uberhaupt keine Zahl setzen soll. 
Man kann eine Potenz auch als eia'Zahleni^n bilde detinierer., 
fhks durch ebensovielmalige Multiplikation der Basis mit sich 
selbst entsteht, wie der £x]ionent durch Addition der Eins 
zu sich selbst Habe ich also o*, so entsteht o durch ein* 
inalige Subtraktion von sich selbst a 1 — . 1 , und also 

durch einuialige Division von u mit sich selbst aas » 1. 

Während also a-J' die Zahl bedeutet, aus der Eins so ent« 

steht wie aus Eins, so bedeutet a' die Zahl, aus der a 
entsteht, wie aus «. Die Rechnung für diese Angabe 
isl die Radisierung, bei der also die Basis als Potenz be- 
trachtet und eine neue Basis gesucht wird, aus deren 
Multiplikation mit sich selbst sie entsteht. Habe ich hin- 
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gegen Basii uihI Potent und suche den WiederMungii- 
^klfir oder den Exponenten, to «fc diene Opeimtion die 
Lo^arithntierung. Durch die lUdisiening bekomme ich eine 
iieiio Art Ton Zahlen, die Irrstionelfiihten, wie aus der 

Division die Brnriic, und wie diene die eine Seite der Zahlen« 
rt'ilio l»ildrn iiiul zn^^l'-icli dio Zwischenrnuin»' oder i)ifV«'r(»n'/on 
zwisrlipn (li'u Zahlen kleiner nmclifu, so voren^^cn die 

Irratioiial/ahlen \vi<»d('riun die Zwisclienräiiino zwisdicn den 
(iliodern der /ulilenn-ili« und nähern so die diskrete Znltlen- 
rcihe einoni stetigen Gebilde. Wie — 1, hat man nuch V^i 
als eine licsondrre Kins nnfjr»sHien. Allein IXdirii-.j^ liat in 
seinen Neuen Cirundmitt4»ln und Erfindungen die 8<ielie klar 
gelegt uml nachgewiesen« da»s y'Z.'i nichts anderes ist, als 
die ahwilute Einheit mit einem Operationsaeichen, weldies 
bedeutet, da» in einer Aufgabe ein negatives Quadrat nicht 
gesetzt werden kann, solange dieselbe in einem speciellen 
Sinne gefusst wird, und dass sie ?emllgeineinert werden muss, 
wenn aneh ein Quadrat abgezogen wenlen darf, dieser Auh- 
drurk also j»an/. analog wie — 1 au deuten ist. 

ist an sicli eine e«»ntrndictio in adjtMto. Ks l>e- 
/.eichiiet «'ine unuiöpliche ZnlihMioporatinn. — a drückt die 
(>p«'nition ans, die darin hestelit, dass ich von einem Zahlen- 
orte odi<r einer Zahl in einer Zahlenreihe a Zahlenörtcr nicht 
in der Richtung von der Eins nach diesem Orto, sondern 
mngekciirt in «h r Richtung von da nach der p]ins liin durch- 
messe. Thue ich dns &mal, so habe ich ah ZahlenOrter in 
diener entgegengesetzten Richtung durchmessen, und dieses 
Verfahren wird dnrch — ab entsprechend beieidmet Habe 
ich ^nx— ^« so bezeichnet das, dass ich « Zahlenörter 
in dieser entgegengesetzten oder negativen Richtung durch« 
messen habe, nun aber ron diesem so erreichten Zahlenorte 
wieilerum in der dieser entgegengesetzten, also positiven 
Richtung dasselbe Verfahren //mal wiederhole, ich habe also 
n b Zahlenorter nach der positiven Seite hin durchmeSsen. 
Nun bezeichnet J^o==n einen Zahlenort, von dem ich aus- 
gehen muss, um durch nnialige Wiederholung des Verfahrens, 
durch das ich von 1 zu n gehmgt bin, ni dem Zahlenorte o 



zu gelangen. würde aIho derneDtaprechend eine Zahl 

)>ezeiclmen, deren Einheiten ich von einer Zahl in der Richtung 
nach der Eins hin abgezahlt habe, und nun ebenAo oft in der 
entgegengesetzten, positiven, Richtung zählen luQsste, um zu 
dem Zahlenorte — a zu gelangen. Die erste Richtung ist 
die nach der Eins hin, die zweite die von der Ein« fort, ich 
kann also in dieser iweiten Richtung nicht niich einem Orte 
in der errten [gelangen. Es hat also die Verbindung tou 
y und — sss f^z; einen 'Widerspruch in sich und bezeichnet 
eint imiiUSgliclie Operation. ^ Auch ergiebt eich hier wiederam, 
dass es keine negativeit. ZMeA und ZAlileAeinhetten giebt, 
sonst könnte die aus ^em Beftriif der Zähl folgende Operation 
bei der Anwendung auf sie keinen Widerspruch ergeben, sie 
inttsste dann ebensogut eine Wuixel haben wie die absolute . 
Zahl. Das Zeifcfaen — drttckt ein rechnerisches Verfahnn 
.aus, ebenso wie das Wurzelzeichen, und diese beiden Vei^ 
fuliren können nicht zusammen ausgeführt werden. Ergiebt 
sich ulso in der Rechnung ein imaginärer Ausdruck, so ist 
(las ein Zeichen, dass für dieseu Fall die Voraussct/ung nicht 
zutritl't. Habe ich y* = r* — .r', so ist aucli eine (hösse, 
wenn a grüäscr wird als r, sie ist. alsdaim ne^Mtiv, etwa 
s=s — «; aber die Wurzel davon existiert nicht, der Wert — z 
kann nicht durch Quadrierung entstunden gedacht werden. 
Setze ich aber — s«"r« — «*, so ist — r* oder für 

diesen Fall auch f/'t eine wirkliebe Zahlengrustce, und ^* — 
yT* CB r*, oder nach der gewfihnlicben Bexeichnong <r* — 5^* s r* 
dne Oleicbung mit reellen Wuneln f&r den Fall, dass « 
gitoer als r isi Während also unter der Voraussetzung, 
dass der Minuendus eine konstante Zahl ist, nach der Form 
der Gleichung y = ^ V^r' — x« der Subtrahendus nur inner- 
halb der Grenzen von 0 — r wechseln darf, wenn die Differenz 
als reelle Wurzelgrösse gedacht werden soll, ist für diese 
eine allgemeine Ausdehnung denkbar, wenn man die Voraus- 
setzung dahin erweitert, dass die konsta ite Grösse Su))tra- 
hendus werden kann, sobald die veränderliche grösser ge- 
worden als sie. In erslerem Falle ist der Ort der Gleichung 
ein Kreis, im letzteren eine gleichseitige Hyperbel, «wischen 
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deren beiden S^weigen der Kreis liegt Diese KUurlegong und 
iveitere Anwendung der Inw^iniien doreh Dfthring in leinen 
Neuen Qmndmitteln geh&rl wohl su den interewantesten 
Spekultitionen der neueren Mniheninlik. 

Mit jeder umgekehrten Rechenoperation haben wir ge- 
sehen, ist eine neue Speciet von Zahl entstanden, dureh die 
die Zahlenreihe sich immer mehr einem kontinuierlichen Oe- 
hilde nähert, das also immer mehr geeignet wurde, das Mass 
der st<'tigen Haum- und Bewcgungsgrösso» darzustellen. 
Alh'in wir erkeiuion <lie Haumgrössen el>enso wie die Be- 
weg im gsgrüssen nur vermittelst stetiger Veräinlerung, der 
Ih'weguug unserer Augen oder unserer Tnstorgane, die uns 
ir. jedem Falle unendlich viele Elemente darbieten, die der 
N'ersiand zu einer einheitlichen (irusse verbindet » ede stetige 
<jlrös8c entsteht für uns durch eine stetige Bewegung, in der 
wir die uuf'ndlich vielen und unendlich kleinen Teile durch* 
laufen, und sie in einer endlichen, messharen Ordsse zusammen- 
fassen. Wollen wür also die Kontinuitäi der Natur begrifflich 
beherrschen, so mQssen wir die endlichen Grossen ans den 
unendlich kleinen Elementen enintehen lassen, ahio ein un- 
endlich kleines Element als Einheit und jede endliche Ein- 
heit Iii« Vielheit fassen. Die rcchnerisrhen Bezie hungon, die. 
sich daraiis ergelx'n, sind «ler Gegenstand der Differential- 
und Int<'gralrerhnnng. Jene sucht aus der endlichen Grösse 
(las I'ilriiM'nt, aus d«'m sie cnt.staudcn, diese aus den« Klement 
die »'ndliclic Tirösse. Dios l*rol)lem war schon gegeben durcli 
die Zenonischen A|)orien, die ja gerade in dera Widerspruche 
zwi^chcu einem unmessbarm Element und einer daraus ge- 
bildeten messbaren Vielheit stecken blieben. Allein der 
Wille, dasselbe su lösen, ist erst dann stark genug geworden, 
als man die stetige VerSnderlichkeit der Bewegung erkannte 
und man dieser mit den bisheiigen Reohnnngen nicht bei- 
kommen konnte. Denn solange man die Bewegung nur als 
^eichmBssig betrachtete, entstand die gemessene Gr6sse auf 
dieselbe Art aus dem Element und der Masseinheit: wenn 
ich also weiss, wie eine Grosse aus dem Masse entsteht, so 
weiss ich auch, mrie sie aus ihrem Elemente entsteht Eine 
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•tetig veriaderlklw Beweg uug entsteht aber auf andere 

Weise aus dem Elemente wie aiw dem Bf oese, aiis diesem durch 
Summieruiig derselben Suiumandenf uus jenem durch Suiii- 
inierung stetig Yer»chiedener Suiniuunden. Dietten UegriH' 
eitif^r stetig verüiulerlichen Bewegung hut wohl zuerst Kefder 
gefasst, wo er auf dem Wege war, dos Uesctz zu Hmlen, 
dasä die Strahlen der Kratt in gleicher Zeit .gleiche Flüchen 
1ieäcl)rei))en. Nachdem er nSnilicli bewiesen, dasa die Zeiten, 
die der Planet im Apheliuiu und IVriheliuni gebraucht, um 
denselben Bogen der Bahn su beschreilien, sieh wie die Ent- 
fernungen dieser Örter von der Sonne, oder die Gesehwiiwlig- 
keiten tncb umgekehrt wie diese Entfernungr*; verhalten, 
dehnt er dieses Qeaets allerdings mit falscher Analogie auf 
alte Orter der Planeten aus, die demnach in der steti^^en 
VerSnderung der Entfernungen mit einer steti}( verSuderlivhen 
Geschwindigkeit durchlaufen werden. Duim sehlie;>.st er weiter. 
\Veun die Zeit oder der Aufenthalt (die nj(ira) in j»'il. ni 
l^unkte der liuhn hieb verhält, wie drs^en Kntfcrnnng vcm 
der Sonne, so verhält sicli die »Summe der Zeiten oder der 
Aufenthalte in mehreren Punkten wie die Sunnne der Ent- 
fernungen dieser Punkte von der Sonne. Man kaim also die 
Zeit, in der der Pianet einen Bogen beschreibt, durch die 
Summe der Entfernungen allür Punkte dieses Bogens von 
der Sonne messen. Kenn« ich also die Summe dieser Ent* 
femungen, so kann ich auch die Zeit berechnen, in der der 
Planet diesen Bogen durchlauft, und umgekehrt kann ich aus 
der Zeit den Ort berechnen, den er innerhalb denellien 
von einem andern Orte aus erreicht hat, und es ist damit die 
i^Iöglichkeit gegeben, das Problem zu lösen, fftr eine be- 
stinnnte Zeit den ihr entsprechenden Ort des Planeten zu 
linden. Ks verhält sich nändich die periodische Zeit, die bei 
jedem Plaacteu bekannt ist, zur Summe aller Kntfernungen, 
wie die gegebene Zeit aur Summe der Entfernungen, diu 
xwischen 2 Punkten liegen und umgekehrt. Aber wie drd 
Summe der Entfernungen von den unendlich vielen Punkten, 
aus denen der Bogen und der Kreis um das |mnctuui aequans 
besteht, d. b. die Summe der unendlich vielen Entfernungen 
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finden? Dn kam ihm der Gedanke, da»« wie die Somine 
aller Pnnkte der Peripherie eben die Kreislinie, und die 
Summe a1l<*r Punkte de» Bngons der Bogen, so die Summe 
aller Hntfoniiin^jen der Punkte auf einem Bogen von der Sonne 
•lie Fläche «los Sektor« zwischen den l»e;;ren7.endf»n Pun.<ten und 
«1er Sonne Ware, Pio Zeiten verhalten sich also wie die von der 
Linie zw i^ hm Sonne und Planet in die.sen Zeiten Iwschriehenen 
Rektoren, oder die Strahlen der Kraft (die radii virtntis) he« 
»chreilien den Zeiten |>ro|>ortionale Flächen. Hier halica wir 
zu den unnieeslNir vielen TerSnderlichen Suninmnden aoeli 
derpn Snmmiening, alier nur durch die Anschauung als 
ZummmcnnetzunK xu einem endlichen Haumgebilde, nicht nls 
Zahlengebil'le durch die Rechnung. Und darin liegt lugleich 
der Mangel, wcbImIIi nie rechneriech auch gar niclit verwertet 
worden konnten, dam er die unendlich kleinen Sumnmnden, 
wie nie aich fttr die Aiischannng darbieten,* ao auch bogrifflich 
ftuffuHstc, d. h. die Linien alt aniche flflr da« Element der 
Flüche hielt. Das VerhiiltniR, in das er hier Linien und 
FhMh«'n set/t«'. wandte er in seiner Doliometrie auf das von 
Fläche iinil K«"n|»er an 

I>ie>e Vorstellung' von einer steti^; veränderlichen Be- 
wegung konnte Kepler aber nur fas.sen. weil er die Ursache 
der Bewegung in die Sonne sell)vt verh^^te. statt durch irgend 
eine tieclisdie N'emr.ltuMung den Planeten nm das ptmctum 
ae<|uan<^ sich her um bewegen zu 'lassen. Ks musRte ako die 
Vorstellung einer konstanten Kraft vorher gewonnen sein, 
die mdü virtutis oder vectores leiten dann nach Keplers An* 
sehauung diese Kraft an die verschiedenen Planetenorter. 

Hatte Kepler den Begriff stetig Tetftnderlicher Bewegung 
gcfnnst, Ro iiind Galilei*, wie^ eine solche Bewegung hu dem 
Falle (h'r Fallhewegnng entsteht, dann nämlich ein neues Be- 
wegungsnioinent zu dem schon vorhande'ien stetig hinzutritt. 
Damit ist die Vorstellung eines unendlich kleinen Inkrenients 
in das liewusstscin getret<»n und auch der Typus der Fluenten 
und Fluxionen Newtons gegeben. Wie aber die Keplersche 
Intuition den Begriff der Kraft, setzte diese Galileische den 
der Beharrung voraus, d. h. den Begriff der sich behauptenden 
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Kraft. Dm eine Moment der BelMurrang, cbe in der Rahe, 

hat schon Kepler ausgesprochen. Das andere Moment, dus 
der Beharrung in der Bewegung, hat Galilei hinzugefltgt, 
wenn er sagt (Mech. IX, XXIII): Der Qrad der Gescliwindig- 
keit, der in einem bewegten Gegenstande sich vorfindet, ist 
ihm durch seine eigene Natur un/orat5rbar emgcprägt So 
wird alao die Fallbewegung als eine gleichmüssig Wschleu« 
aigto Bewegaog durch zwei Momente gebildet, die Beharrung 
der jedeiiniil erlangten Geeehwindigkeit und einen stetigen 
neuen Zuwachs dersdhen. Um die stetig rerinderliche Be- 
wegung abeihaupt su erfiiasen, dasu bedurfte et der Voraiis- 
setxung einer konstunten Kraft, der konstanten Bewegunga- 
kraft der Sonne bei Kepler. Um sie lu erklSren, sind xwei kon- 
stante Kräfte nötig, UnGalilei die Beharrung und die Schwerkraft. 

Duaiit i^t aiso die Aufgabe gestellt, die endliche GrOsse 
aus dem unendlich kleinen Inkrement zu iKreilinen, d. ii. aus 
dem unendlich kleinen Inkrement uls natürliclu*r Kinheit die 
endliche Gms.se .so abzuleiten wie aus der endlichen Kinheit 
das ^'ielfache gebildet wird und umgekehrt aus der endlichen 
Gröbso das unendlich kleine Inkrement ku berechne», aus dem 
es entstunden. Galilei hat diese Kechnung noch nicht ange« 
stellt Er ist wie Kepler bei der geometrischen Konstruktion 
und Anschauung stehen geblielten. 

Kr stellt die gleichniits.sig verlaufende Zeit durch eine 
gerade Linie dar; die in jedem Zeitpunkte oder jedem Punkt 
der Linie gewoimene Gi'schwindigkeit durch Senkmhte in 
ilem Punkte auf die Linie errichtet, und da die Zuwachse der 
Zeit proportional sind, also in jedem Zeitpunkt daisselbo Be- 
wegungsmonient oder derselbe Linien/.uwaclis hinzukommt, 
so bildet die Verbindungslinie der Endpunkte dieser Senk- 
rechten eine gerade Linie, ihre Gesamtheit also von dem 
Zeitpunkte o bis t ein Dreieck. Der in I durchlaufene Baum 
wird also durch die Summe aUer Bewegungsmomente, aller 
Senkrechten, und somit durch den Inhalt des Dreiecks dar- 
gestellt Die Entstehung emer endlichen GrOsse, sowohl der 
Geschwindigkeit in jedem Augenblick als der bis dahin 
durchhiufene Raum werden geometrisch anschaulich gemacht 
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üni die endliclieii Werte, towolil cKe cler jedesmaligen er- 
kuigten GeediwiiMlIglieil «Ii die des jedesmal durehlaufencn 
Raumes tu berechnen, Tergleicht er die beHchleuni^te mit der ' 
jrlcichmii.ssijrc.n Bewegung. Wuhrond der beschleunigt durch- 
lauf^ne Kaum durch ein Dreieck, wird der gleich: niissig 
durchlaufene durch ein Hechteck dargestellt, dessen eine Seite 
die8ell>e Zeit und die and^e die durch die beschleunigte 
Bewegung erlangte Endgeschwindigkeit bildet. Der Raum, 
der mit der von o bis e beschleunigten Geachwindigkeit 
durchlaufen wird ist also die Hälfte des Raumes, der mit 
der Geschwindigkeit e Ton Anfiing «n gleichmiang durcb- 
laufen wird. 

Dadurch können nun die beechlmmigten Rinme dnrch 
gleichmiasig dordikafene aaegedrUekt imd benehnefc und 
ebenso die Zeiten and die Geschwindigkeiten abgeleitet werden. 
Die gleicbmisBig dorrhlanfenen Rinme mbidten sich wie die 
Produkte der Zeit und der Geschwindigkeit ct:e't\ so ▼er- 
halten sich also auch ihre Hälften, die Räume, die durch die 
von o \m e befichleunigte Bewegung zurückgelegt werden, 
nun verhalten sich die Geschwindigkeiten c und c' wie die 
Zeiten t :l\ nhi die Räume = und nimmt man den in 
der Sekunde zurückgelegten Fallraum = ff zur Einheit, so ist 
der Raum $safft\ Die Gevrhwindigkeit aber, mit der dieser 
Kaum gleichniässig durchlaufen wäre, würde ffi sein, die 
Endgeschwindigkeit der beschleunigten Bewegung, mit der 
denetbe Raum durtbmessen wird, muas das Doppelte sein 

Galilei hat also die Yofstellnng des unendlich kleinen 
Inkremente gefasst, nber noch nieht begrifflich, sondern nur an* 
schaulich. Er hat ebenso wie Kepler die Punkte fttr die un- 
endlich kleinen Teile der Zeit und der Linie und die Summe der 
Linien für die Fläche gehalten. Darum konnte er dasselbe 
auch nicht als Rechnungsgrösse ausdrücken. Das konnte erst 
dann geschehen, als man auch die unendlich kleinen Teile, 
AUS denen die endlichen Grössen sich bilden, als diesen 
homogen fasste, als Gebilde ton denselben Dimensionen. 

Galilei hat aber nicht nur dia atetig tnlnderliche Ge- 
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johwiB^gferiti to n dttH Midi 4m lirtiy vcHbidMÜdi^ Riolitiuiif 
der Bewegung, d. h. dit AMehung einer kramiiieii Iiinie« 

erklSrt, wie jene durdi das' Zusammenwirken konstanter 
Kräfte in derselben Richtung, ao diese durch das Zusammen- 
wirken konstanter Kräfte iu verschiedener Richtunj^. Hei 
der Wurfbewegung bildet die Richtung der Wurfkruft einen 
Winkel mit der Richtung der Schwere, im einfachsten Falle, 
deii GulUei 7.unüchst erörtert, einen rechten. Diese Kraft be- 
harrt in ihrer Grosse gleich mussig wie die Zeit und in ihrer 
Richtimg, während die Schwerkraft durch ihre ütetige Wirkung 
und die Beharrung dieser AVirkung einen Fallraum im Ver- 
hiiltnis des Quadrats der Zeit verursachi Und da die 
Wirkung der Sehwerkiaft stetig momentan ist, so bildet die 
Reihe der Oerter, in denen in jedem Moment der geworfene 
.KGrper.sieh befindet, sine Kurve, deren Absdsee die Zeit 
oder der durch die Worfbewegung allein bswhrhts Kaum 
und deren Ordinate der Fallraum bildet Und da also die 
Ab:iciäsen sich zu einander verhalten wie die Quadrate der 
<)rdinttt»?n, so ist die Kurve eine Parabel. Man sieht, i's setzt 
diese Schlussfolgerung wiederum eine gewonnene Intuition 
voraus, wie zwei Kräfte von verschiedener Richtung die in 
demselben Tunkt angreifen, sich zu einer Wirkung ausgleichen, 
d. h. das Parallelogmmm der Kräfte. Hier ist die Entstehung 
einer Kurve auf die natürlicliste Weise zurückgeführt. Eine 
Kurve entsteht durch dos stetige Zusammenwirken der Krüfte 
von verschiedener Richtung, deren Wirkungen in einem stetig 
veränderlichen Veihiiltnis au einander stehen. Deshalb ist 
auch das Koordinatensystem der Natur der Saehe entsprechend. 
Die beiden Koordinatenachsen stellen die Richtung der beiden 
Kräfte dar, die Koordhiaten selbst die Wirkungen der beiden 
KrSfte fttr sich, die Kurve die Wirkung des Kompromisses 
der Klüfte. Und da alle unter einem schiefen Winkel su- 
sammen wirkenden Kräfte auf solche unter einem rechten su- 
buiumenstossenden zurückgesetzt werden können, so ist das 
rechtwinklige Koordinatensystem das natürliche. 

Den Anstoss zur Rechnung mit dem unendlich kleinen In- 
krement bat xuerst Fenuat gegeben und zwar bei der Lösung 
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tier Problfiiie der ninximn und inininiR und der Tangeuten. 
Jene« Pn>i>lein l5st er nänilich durch folgende Schluss- 
folßcroDg. Kr Qbemimnil von Papput die Pnuniase, dass im 
Maxiniuiii oder Minimum jedesmal ein einiigartiger AVert in 
der Werireihe einer Teranderlirhen Oröne sei, wiluend jeder 
mdere Wert sweimal in derselben Torkommen kflnne. Be- 
trachtet man i. B. die Aufgabe, eine Linie to in twei Teile 
in teilen, das» das ans dieser geliOdete Rechteck ein Maximum 
wiid,8o fpebt es fttr die abrii^ RechteckeansiweiTetlen der Linie 
immer twei Teilpunkte, emen rechts und eracn hnks von dem 
Halbieningspunkt der Linie Sehneide ich nun tun der Linie 
Ü nn StUck A ah, so ist da» andere Stück wm B — das 
ich nlwr auch, da A soxvohl als B - A (innerhalb der Grenze 
o und Ii) jeden heliehigeii Wert hahen kann, mit A E be« 
zfirlnx'n darf. Nimmt nun A zu und E also ab, so werden 
di«' zu liildenden zw«'i Herhtocke immer grösser und für den 
Fall da-HS ^1 nnd .14''^ TeilsiOcke sind, die das mög- 
lichst grosse Kechteck bilden, müssen die beiden Teilpunkte 
tusammeu fallen und aUo A =zA-^E und E= o sein. £s 
ist also der Ausdruck fUr die Rechtecke A (A -i- E) wm A 
{tt^A) oder A^-^-AE^mAB^A^^ 2A*^A (B-^E) und da 

yjs 0, ist 2A 3kJJ; Abb Otler ich kann, auch wenn ich 

den anderen T«l mit <44>JS7beieichne^ den einen mB-^^^J? 
setien; also 

{A + E) {fi^A^E):^An—A^ 
Aß ^BE^A*-" 2AE -^E'^AB-A* 

BE^SAEmsE^ 

durch E dividiert B — 2A wb E uud 6a -E =s o ist, 
B^'JA. 

Während er also mit A eine stetig wachsende Grosse 
bezeichnet, nennt er eine stetig abnehmende E^ die schliesslich 
auf eine unendlich kleine Ottae fidudert wird,- mit der er 
genule so rechnet, wie mit cndliehcn OrBas yn , nur das» «r 
sie felatif mm o setst 

• Offenbar konnte er duidi eiolhclie Sehluasfolgeruug zu 

2» 
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dem Ergebnis gelangen, doss in diesem Falle Abi^B — A 
werden muss, allein er wollte die Methode anschaulich machen, 
durch die dieses Problem des Maximus gel&it werden kann, 
durch die Qleichsetzung der Werte ^ und x-^äs in einer 
durch die Aufgabe bedingten Gleichung. 

Dieselbe Methode der Qleichsetzung der veränderlichen 
Grösse befolgt er bei der Lösung der Tangentenaufgebe. 
Wenn an einem Punkt F einer Pamfael eine Tangente ge- 
logen werden aoll, so kommt ee darauf an, den andern Punkt 
ihres Durdischnitli mit der Achse su finden. Setse ich also 
die Entftmung dieses Punktes Yooi Fustpunkte der Ordinate 
SU Pom diiB Abscisse Ton P vom Scheitelpunkt aus ge- 
rechnet =B 2>, die Ordinate SV B. Alsdann Tcrhfilt sich nach 
der diarakteristischen Eigenschaft der Psmbel das Quadrat 
von B cum Quadrat der Ordinate eines beliebigen andern 
Punktes (/^), die mit F bezeichnet werden mag, wie die 
Abscisse von 2' und P" — D:D — E, wen» mit K der Zu- 
wachs bezeichnet wird, den die Abscisse von F bis P gewonnen 
hat, also: /i': D : D — E. Verlängere iili nun die Ordiiiute 
bis zuru Durchschnitt mit der Tangente = D\ so verhält sich 
nach der Eigenschaft der Tangente: B : D' = A : A — E und 
ouch B*:l^'* sa A* -.{A-;— E)*. Sobald aber bei der stetigen 
Verkleinerung von E der andere Punkt der Tangente, der 
Uber P' liegt, mit P* susammenfallt, also auch zum Punkt 
der Parabel wird, was eben in dem Punkt P der Fall ist« 
so finden beide Verhfiltnisse statt, d. h. es ist il*.* (^1 — E)* — 
J)tJ>^£ t^ao A*(D'- EiwmJ)(A'-E)\ Lust man die 
Klammem auf, streicht die gleichen Glieder auf beiden Seiten 
und dividiert mit dem alsdann gemeinschaftlichen Paktor i?, 
so wird A^^^AD'—DK und da auf Null redusiert ist, 
A SS 2Z>. Das Wesen der Redmung beruht auch hier auf 
dem Ausdruck fllr die doppelte Bedeutung des Punktes P 
sowohl Punkt der Kurve als der Taugente zu sein und da* 
durch die charakteristischen Eigenschaften beider Gebilde in 
sich zu vereinigen. Diese Vereinigung wird durch die (ileicli- 
setzuug der beiden Verhältnisse rechnerisch ausgedrückt, die 
eben gleich werden für den Fall, dass A A — E 
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und also E^o wird. Fermat hnt nlso zuerst eine beliebige bis 
tu 0 ferkleinhm Oitae (die er mit E beieiekiiei) in die Rech- 
naog eingeiUhrt Er isl neh aber Dieht klar darftber geweaen« 
daaa die beiden Seiten der Gleicbnng In dem beetimmten 
Falle TolUitftndig gleich aind. Denn er sagt Terschiedenemal, 
die Werte mlMen angeglichen weiden, aJaequari, womit er 
rlns rrafuffoi'itihtt des Pappus ttberse tit . Er hat also damit 
ilrtu K Riicli in cli«»Heni eigenartigen Falle wiederum einen 
vergU'icliun^wcise zu v,»rnfichlnfwigcnden Wert beigelegt. 

Wiilirond Fermat niso eine beliebig zu verkleinernde 
(ir»K^o ifi dir K«Thnung eingrfülirt, d. h. eine Grösse, die 
nus einfT niosslmren eine unniOMbaro wird, hat Newton dieses 
unniessbnre oder unendlich kleine Inkrement, aus dem durch 
stetigen Zuwachs eine endliche Grosse wird, als Grosse be« 
zeichnet und rechnerisch Terwertet. Er hat, wohl durch 
Galilei veniitlasst, daa Problem gestellt und gelost, allgemein 
ans einem mit stetig Tetlnderlieher Geschwindigkeit in einer 
bestimmten Zeit durchlaufenen Banm (der Fluente) die momen- 
tane Geschwindigkeit, die am Ende der Zeit gewonnen ist 
(die Fluxion) und umgekehrt aus der Fluxion die Fluente tu 
berechnen. Der Gedankengang, durch den er darauf ge* 
knmmen, ist nicht ganz durchsichtig. Vielleicht verhalt 
sich die Sache so: 

Newton stellt das Gesetz, nach dem aus der Gleichung 
ftir die Fluenten die fQr dieFiuxionen gefanden wird, iolgender- 
. massen auf: 

Aequationem, qua data rehitio exprimitur, dispone 
juxta dimensionem alicujus ex Fluentibus quantitatibus, 
quaa includit (puta .r) et ejua terminoa multiplica 
per quamcunque arithmeticam progreasionem et deinde ' 

per Uanc operationem seorsim perfice pro quaTis fluenti 

quantitnt»; tum Ike aggregatom es • hia omnibuä litetia 
aequale nihilo et habebia aequationem. 

Exemplnm L 

Si relatio inter Fluentes quanütates « et ^ exponitur 



aequatioue — - cutjo -f- ojry — = priiuam ditpone ierminofl 
secuDclum deind« Mcundiun y et eoe multiplka, ut hic 
videe factiun: 



Muli ««^lur^ + Aiy— 
per — ; — ; -; o 



linde coniicitur S^a'o; ^ 2a^« 4- ayi — ayyy 4- uuy. 

AgRfegetttm ex prodoctit eil &M^^8«ri«^eyJr— »Sjigfjr 
4-aiya»<», Qofie Mquelio noaetnil quaenam reUtio ait 
inter finxioiiet ^ et ^, nun li aee«mte m ad libituin, aequatio 
«*«f-<My — aA»~y*KO 'daUt quo detemiinafto habebia 
« : jr s ajiy — «LT : &«* — 2ajr 4- «y; 

Das beiiat alao naeb der Erliutemqg durcb das Beispiel: 
Die CHeicbuug, dnrdi die die Benehnng swiscbeii den 
Fluenten ausgedrückt wird, ordne nach den Dimensionen einer 
der Fluenten (z. B. x) und muUiplizitre die Glieder mit den 

• 

Exponenten derselben und dann durdi Diese Operation 

ftihre besonders ft\r jede Fluente aus. Daun much das 
Aggregat aus allen diesen Pulten = 0 und du haät die gesuchte 
Uleichung und daraus das Veritältnis der Fluxioneu .r und y. 

Danach wusste also Newtoa 1^ dass die Fluxion einer 
Summe » der Sunune der Fluxionen der einzelnen Glieder 
ist und dass, was unmittelbar daraus folgt, die Fluxion eines 
Produktes aus einer Fluente und einem konstanten Faktor 
an dem Produkt aua dem Faktor und der Fluxion der Fluente 
ist; 2., dass die Flnxlon eines Produktes von mehreren 
Fluenten » einer Summe ist, deren Glieder aus der Fluxion 
einer jeden Fluente» mulüplisiert mit den Obrigen Fluenten, 
besteht» oder dass man die Fluenten abwechselnd eine jede 
als Terftudeilieh und ah konstant betraehten und die so ge« 
wonnenen Produkte »uuiraiercn muss; 3., kennt er die Kegel 
der Differenzierung von veränderlichen Potenzgrüssen. Das 
erste ist eine einfache Intuition. Das zweite mag er wohl 
an den Raum grossen, den Hechtecken und Parallelepipeden, 
abstrahiert haben. Ist das Itechteck i=^xy^ so ist der Zu- 
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wftcbs von ««dem Zuwachs der Grundliniv =^(^.r, nnil- ' 
tipliziort mit der Höhe // -H d<*ro Zuwachs der Höhe y.===.(/y, 
iiiultii»Iizi»Tt mit der (trundlinie, also dz — ytit -\- xdjf^ und 
ebenso ]>eitn Pamllelepipefhm (r) dv ä ysd.r -f- .rzdij .rydz. 
Hnruuf lässt auch vielleicht die Anordnunf;^ der Fluenten in dem 
Beispiel tchlicssen. Er ordnet die Gliefler der einen Fluentc in 
der Horizontal-, die der andern in der Vertikallinie, als ob 
hier die Vorstellung^ von Grundlinie und Höbe massgebend 
gewesen wire. Die dritte Erkenntnis tob der Differenziernng 
der Potentgr5«en kann er auf demselben anechanlichen Wege 
bekommen haben. V<m Galilei halte er fiberitommen, daes 
die Fluxion Ar die Flnente jr*aB 2« iel und daas die Fluenie,' 
wenn sie mit dieser Fluxion als konstanter Geschwindigkeit 
ron Anfang an sich bewegt hfitte, alsdann nach der Zeit I den 
df>ppelten Wert erhalten haben wUrde. Die Fluxion Ton 4;' 
fiir ilie Zeit t o<ler .r ist demnach diesell)e Grösse wie die 
kumütante Geschwindigkeit, mit der in derselben Zeit der 

Raum 2«^ besehrieben wird« — a^Qx, die Fluxion von 

.r 

^^x^'jr nach der Kegel« wie die Fluxion eines Produktes 
Ton Fluenten sich bildet «2* -jr-H — • So mag 

vielleicht Newton die ursprfinglichen Intuitionen gefasst haben* 
Ehe Newton nun xu dem umgekehrten Problem, aus 
der Fluxion die Fluenie su bereehnen, übelgeht, erklärt er« 
wie durch die Fluxion die Inkremente der Fluente ausgedrückt 
werden. Die Momente der Fluente, d. h. die unendlich 
kleinen Teile derselben, dinch deren Zuwachs sie in unendlich 
kleinen Zeitteilen stetig? rergrössert werden, verhalten sich 
wie die Gesclnvindi^'keiten, mit denen sie fliesscn oder zu- 
nehmen. Diese unendlich kleinen Inkremente der Fluenten 
werden ausgedrOckt durch das Produkt der Fluxion in eine 
unendlich kleine Grösse, die er mit 0 besteichnet, also 
durch j'o, yo u. s. w. Dieses 0 ist der Natur der Sache nach 
sunachst ein unendlich kleines Zeitteikhen, wenn die Fluxionen 
Giisch windigkeiten, d. h. Quotienten MS Kaum und Zeit sind» 
Das Produkt oder ff ist also der «Miidlich kleine Zuwachs 



»«•• • • •*»».« 

•«tti «t t«k 
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to jiitr!il>iifniw Bwww. 6m dbMlbt techdtteQiidiwMif* 

l(i>i|f X y erlangt Hitr wiid «Im 4k «ttiadlich kldM SMi> 
* gruäse ata solche beteiehnci und in di« Rechnunif tingefübri, 

und daü unendlich kleine Inkrement einei« endlichen Kauniea 
als Teil desselben durch ein Produkt einer endlichen Uröase, 
der Geschwiudigkeitf mit dem unendlich kleinen Zeitteilchen 
ausgedruckt. Dadurch «ind unendlich kleine ü rossen in 
Zahlen bezieh uugeu zu einander und zu einer endlichen (irOsäe 
gebracht Wann Jto s dem lukrement von ^ sb uo ver- 
halt aich djtiommJeil^ d. b. « enUlehl tU aiw • wie i 



aus der Elinheit« oder wenn wir von der 



luittelung durch di« Zeit abaehcu und untere allgemeinen 

Funktionsbezeichnuugeu anwenden t/y : </jm oder ^' : 1 ; </y 

als Vielfaehes entsteht Mit i£r ab Einheit, wie die endliche 

du 

Grötse y oder ~ aut der Zahleneint, oder entsteht aus 

<ly durch ebensoriel Wiederholungen von </*/, wie aus 
dr die Einheit eut^teht. Die unendlich kleine (irö»se kann 
also wie jeder Bruch sowohl als Teil einer endlichen ürösse 
betrachtet werden, wie als Einheit, aus der die endliche 
Grosse durch Addition sich zusammensetzt. Die entsf^recheude 
Bezeichnung fUr die letztere Relation hat erst Leibnitz ein- 
geführt, indem er die unendlich kleine Grosse als einfachen 
Wert mit dx, dy u. s. w. beseichuet. Da bei der Integration 
das unendlich kleine Inkrement thatsuchlich die natürliche 
Einheit ist, ans der lich die endliche tirOsae stetig bildet, 
to hat man auch hier diete VVertbeaiehung und Beieichnung 
nie angegeben. 

Nachdem Newton den arithmetitchen Ausdruck für das 
unendlich kleine Inkrement ttetig vetinderlichcr Grossen ge- 
wonnen hat, beweist er das frdher gegebene Verfahren, die 
Fluxionen oder momentanen Geschwindigkeiten aus den 
Gleichungen der Fluenten zu finden. Die Gleichung der 
Fluente gilt ebenso für y + yo und x -\- 'wo wie tiir y und .r. 
Man setze also diese neuen Werte in die Gleichung ein, ziehe 
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flie ursprüngliche Uleichang ab, teile die ftbrig bleibenden 
Glieder durch den geneiiischnft liehen Faktor o, und, fibri er 
fori, da wir o alt eine unendlich kleine Grösse vorantgeeetst 
haben, so kennen die damil moltiplisierien Glieder, mit den ' 
andern TergKchen, ■■KqII geeetei weiden. IMew aireiche 
man also, und die so gewonnene Oleidrang Air die Fluiion 
ist diesellie, wie die Torher angegebene. Er halt also ebenso 
wie Fermat die so gewonnene Gleichung ftr apjtroxiniatiT 
und deren Wert fllr einen Nuherimgswert. 

Die riuxion oder der Differentialquotient ist aber kein 
Näherungswert, sondern rl>enso g»'nau wie jeder andere 
Zahlen wert. Setze ich >/==/(.'•), etwa = itr", so ist ;/ -4- jy 
r= k (.r' -h 3.r« Jjr -f- 3.r J.r^ -f. J.e*)^ J,j = k (3.rV.r -f %rj.r^ 
-\-Jx^)^ das ist der richtige Ausdruck für Jy^ solange ich 
darunter eben eine y gleichartige Grösse verstehe, d. h. eine 
Grosse, die sich ebenfalls kontinuierlich verändert, jenachdem 
sich Ir kontinuierlich verändert. Bleibe ich aber ))ei dem 
Momente stehenr w> das konünuierlich verinderliche y einen 
bestimmten Wert errewht und der Übergang in einen nen^n 
Wert eben erst beginnt, wo also dasselbe auch mit x der 
Fall ist, 80 ist der Wert von Jjr noch nicht entwickelt und- 
es beieichnet nur die GrCsse, die sich lu dem Werte k 
(Zj^Jx-^Zjtdjfl-^- Jj^ entwickelt, wenn die kontinuierlidie 
Veränderung wirklich weiter Tor sich geht. Sieht man aber 
hiervon ab und zieht nur den AVert in Rechnung, den y bis 
dahin gewonnen hat, so fullofi die Glieder S.j- J.r' -\- 3 J.r'* fort 
und es bleibt nur das Glied M.r-Jr, das die Grösse angiebt, 
uin die sich von nun an y immerfort verändert, sobald von 
der Entwicklung oder weiteren kontinuierlichen Veränderung 
desselben abgesehen, d. h. wenn seine Veiünderong in Zu- 
kunft ebenso konstant gedacht wird, wie die von «, das will 

eben die Gleichung sagen: difs^Zx^dx und .-^m&p* 

Wir wollen das Fail g e aoto tum Beispiel nehmen: • a«^. 

t + J# « 17 (< 4. = 4- 2^ J< -h ^ J«*. 
In dem Moment, wo i eine bestimmte Zeit, etwa 4 Se- 
kunden beieichnet, hat der fallende Kdrper die Geschwindigkeit 



t^igmBjf gewonnea und WXi «r eiwA StlnuMto, 

-JT w«ler. ioiaittr j^^r + ^.—J^ Er Iwi diudi 

die kontinuierliche Wirkung der Schwere und der 
Beharrung aus der bisherigen Bewegung die Kraft 
gewonnen 8 • 15' in der Sekunde zu fallen und die 
weitere kontinuierliche Wirkung dieser Bewegungsuraacken 

würde ihn in der Sekunde nniMideui noch --Krif,/«^ Fuee 

lUyu lUvvUvU 

füllen la^iäeu, er würde also A*^ + ^ ^^A^^ Fuss iu der 

1000 ^ 1000000 . 

folgenden Tnueendatebekunde fidlen. In dem Monicnl eelhet 

aber, wo der Körper die 4 Sekunden gefidlen ist, haben aieh 

die neuen Kräfte, deren Wirkung durch ^^^^ ausgedrOckfc 

wird, noch nicht entwickelt, er luit da nur die Kraft « Bff 

in der Sekunde zu fallen, d. h. die üeschwindigkeit in diesem 

Momente ~ ist thateiichlich »Sa. Das dt bezeichnet hier 

gar keine kontinuierlich beschleunigte Bewegung mehr, sondern 
eine ebenso gleichniassig sich verändernde Grösse wie dt. 

Machen wir das Beispiel komplizierter und nehmen 
$ SB Isl^K Es mUsste alsdann ausser der Schwere und der Be> 
hnrrung noch eine dritte Kraft einwirken, die ebenfalls der 
Zeit proportionale Inkremente der Geschwindigkeit verursachte.' 
Alsdann ist 

ZkÜ^ ist wiederum die bis nach Ablauf Ton t erlangte Ge* 
schwindigkeit Diese Geschwindigkeit ist die Summe oder 
das Integral von OAlcft, d. h. der Körper hat mit der ur- 
sprünglichen Geschwindigkeit «s Ck sich zu bewegen begonnen, 

aber diese Kraft = 6l* ist in der Zeit t zu 6kt anj^ewuchsen; 
es hat sich hier also nicht allein die Geschwindigkeit, sondern 
die Kraft selbst proportional der Zeit vergrössert. Dieses (ikt 
wird sich also in Jt ebenso wieder vergrössem, wie sich 
6k in t SU ßlU vergrössert hat, es wird also 6ktJt werden« 



die nach Jl erlangte Geschwindigketi wini also 8H* + MJt 
nein. Dm ento Glied ist komtentt imd der dnrdi diese 
(Imhwitidigkeit in Jt mrückgelegle Raam wmZkfiJt^ tlAJi 
int aber eine durch kontinuierliche VerBnderang in Jt eni> 
standene Geschwindigkeit, der Kama abo, der durch diese 
Oeschwiniligkeit surnckgelegt wird isl v /MJt • dJt a AitlJI*. 
Die Tom Anfang ron Jt aher neu etnwirVenden Kräfte ver- 
ursnclien in Jt den Raum = kJt\ \;'\c in t der Rnum kt^ 
/uriKkjfeh^^t ist, «nler aucli die ursprüngliche Bc\vo«runpH- 
kraft = »U- wird zu 6k Jt, die dadurch verursachte Gfsclnvindipj- 
keit = SlrJt^ und der dadurch hcwirkte Bewegungsrnnm = k Jt\ 
«1. h. wir bekoninien Jt'' durch eine doppelte Integrierung. 
Nehmen wir iis=lt\ so ist Jm = iki'^Ji Gkt'^Jt* -\- 4ktJt^ 
-f- f Jf*. Hier ist wieder 4Af ' die gewonnene Geschwindigkeiti 
die als konstant betrachtet wird und nur durch die Beharrung 
weiter wirkt. 6kt*Ji'' ist der Raum, der durch die Summe der 
vermehrten Geachwtndigkeitsinkremente turQckgelegt wird 
sb/12X*I*JI(/JIC, 4itfjie* der Raum, der durch die vermehrten 
Kniftinkremente gewonnen wird ff%\HMjt^ JK* der Raum, 
den der K&rper TermSge der während Jl sieh von neuem 
entwickelnden Einwirkungen der Kräfte turOcklegt » dem 
dreifachen Integral der ursprünglicben Kraft von 24 
o jff lAkJtilJt = kJt^. Die andern Glieder also der Differenz- 
gleicliung Js oder Jy entwickchi sich erst, wenn Jt oder J,c 
wirklich sich vcriindemdc Grössen sind, um die sich t oder x 
veriuf'lirt haben. In dem Moniente von t oder x sind sie 
noch niclit vorhanden, das erste Glied aber ist der wirkliche 
Wert des Inkrement» der Geschwindigkeit, bis zu welchem 
sich der erste Impuls durch die Wirkung der Kräfte in der 
Zeit < oder m mgrSssert hat, etwa d§ «■ ^^dt und im andern 

dt 

FBUes=4At V^ und ^ ist der thatsächlicb richtige Wert dieser 

• • • 

Geschwindigkeit oder allgemeiaer des Diffemtialquotienten. 

. Ebenso ist, wenn jfassin«, ^aBthitf'Ooa JCs+M^ 
•sittJlff — sin4s. In dem Moment aber, wo y abgelaufen 
und Jtf zu werden beginnt, also <fy ist, ist eoedSisaMl 

und dy sin « cos x sin dx — sin « a cos« • sin d^, also 



du sin djc tut itv 

^aBoot«*-^^, und da., in diaa p a Momaata -^p* 

fallaa«! iai, ^^^Mcoa« dar gaMuaa Wart fttr dia End« 



geachwindigkeit von amx. Deagleicbea: 

3f«Beaa«i if^aBOoa4r*coa<l^— aimfaindb»— coajr«* 

— Binjr-sma^; — ^ — ■» — am*. 

Und ebeuüo lüsst sich auf dieselbe Weise wie der Wert 
von (.c 4- J.r)» der Wert von sin {x J.r) und cos {jt -f- Jx) 
aus der Endgeschwindigkeit entwickeln. Hat sich der Korper 
durcii den Hauin sin .r bewegt, so ist die Endgeschwindigkeit 
SS cos .r. Diese als gewonuene konstante Gräs.<>e treibt den 
Körper wahrend der Zeit Jur durch den Raum co%xJjf 
■BC0s.r/</Jx; aber die Inkremente, durch deren Sttounierung 
in der Zeit a ctmje antatandan iat =y'— sin jr</.r, werden in 
dar Zeit Jje au — ainjr Jlr, der hiardurdi Taruraachle Ba- 

wegungsraulu = — sin ^y' JjtdJjt wm^Mnw — . Hiemus ent- 

atebt in JUr wieder — eoajr, deaaan doppeUea Integral nach 
Jjc hm dan dadurch veruraachten Bewegungsraum daratellt, 

' u. a. f. Wir haben alao 

i * s • o 

ein .r Jjr* cos x Jj^ 



ain {x -4- Jx) a ain + coa jr Jx — 
^ ain#JUr* ^ coajr«/r* 



1-2 1-2S 



l-2-a*4 ' 1.2-8-4-5 

daa int . 



1 •2-8-4.5 

— 1.8.8. 4-5«. 7 • •)^'^*(""^ + l.2 

Jx^ 



Jx* \ 
'^l-2.«.4 ••V" 

coa X • sin Jx — ain x • — cos Jxsscos ;c • ain Jx -t-sin .7 • cos Jx). 
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Ebonso cos (jr 4- Jjr) cott x — sin x/ djjc — cos jb j/djx 
^nax/ffdjx'^ 

1*S 1'2*8 1*8*8*4 

1 2 • 3 . 4 . 5 / 

= cos .r • cos J.r — sin .r • sin Jjr, 

Die Taylorsclie Reihe ist der natofgeiniisse Ausdruck ftlr 
den endlichen Zuwächt einer Funktion, wie er durch die 
wirkenden Krifte gebildet wird. Der endlldie Zuwachs einer 
FnnktKMi wird durch die Summe einer Reihe dargestellt, in 
der jedes Glied eiif Produkt aus dem DifFerentialquotienteu 
der Funktion von der Ordnung, die seine 8telleniNih1 besagt, 
tmd aus dem Integral des endlichen Zuwachses des Arguments 
von dersolbrn Ordnung ist. Ist die Anzahl der Differenzierungen 
und Integrierungen endlich, so ist die Funktion eine algebraische, 
ist sie unendlich, so ist sie transcendent. 

Wenn man alno ableitet: aus f/ = a.t^: 

y + ((y OB AT* -f> 8ar'(/.r 4- doAli' -i- c/ar* 
also (()fK<i«* + 8ar*<ir4-8Ai!i£r*+<fjr* — 

as Ztu^dx -|- 8<ud^ 4* 

und nun sagt, die unendlich kleinen Or0ssen.h5herer Ordnung 
kann ich relativ s o setzen, also ist n' 8a.r*r£ir und 

•;^sB8a«*, so gebmudit man djf in doppelter Bedeutung, 

das eine Mal setzt man (/y = einer e))enfalls kontinuierlich 
veränderlichen Gn)SMC, wie //, das andere Mal = einer ebenso 
gleichnmssig veränderlichen Grösse, wie d^« Ebenso bezeichnet 
.r in der Geschwindigkeitsgleichung eine konstante Grösse, 
in der ursprünglichen Gleichung eine kontinuierlich vor- 
Snderliehe Grösse, und wahrend dx in der ursprOni^ichen 
Gleichung ehi unendlich klemes Inkremmit ausdruckt, drIldEt 
es in der Gleichung des DiffenntialqaotienteD jede beliebiga 
Gitae AUS, wie auch cfy, dSs limeiliBlb des Mininimna und 



; 



— «0 — 

MMDiiMiiiit li^ Statt j'-«t^lHumicli«irliaii««i 

. ileun dies 2(ft ist eben die konstante Geschwindigkeit, mit 
der der KOrper weiter fallen würde, wenn die kontinuierlich« 
Einwirkung der anderen Kräfte autiser der Beharrung aufhörte. 
Die Ableitung den Ditterentialquotieiiten und die Aunahm«, 
duM er eiii NSherungswert aei, beruht auf einem durch einen 
doppelten Mittelbegriff venirsacliten Fehbchlu»^ Der Begriff 
der Grösse .r ist das eine Mul aU konstant, dus andere Mal 
als veränderlich, und dr und c/y sind das eine Mal als wirk« 
Uche, das andere Mal als mOgUcbe GrOeieu, d. h. als QrSeiieii- 
begriffe, oder, nm mit Aristoteles sa r^den, das eine Mal 
ii^«/^, das anders Mal dvni/iii genommen, dann aber diese 
Unterscheidungen nicht festgehalten. Der Begriff des dvittifitt 
hat sich, indem d^mfu^ fninsiSsisch durch rerttt Qbenetst • 
wurde, noch In dem Ausdruck Yirtuelle Geschwindigkeit 
erhalten. 

Galilei verglich, um die stetig veränderlichen Be\vfgung.>»- 
grösseii zu l»erechnen, d. h. ihiU'U einen bestimmten Ort in der 
Zahlenreihe anzuweisen, die End werte der mit stetig ver- 
iinderUcber Geschwindigkeit durchlaufenen Huume, mit den 
Käunien, die in derselben Zeit mit gleichmüssiger Geschwindig- 
keit durchlaufen werden, in der Infinitesimalrechnung werden 
die stetig veränderlichen Grössen mit den Inkrementen ver- 
glichen, die gleichmässig oder konstant sind. Denn die gleidi- 
mSasig wachsenden QrOssen entstehen aus der Masseinheit, 
wie die Zahlenreihe aus der Eins, während die ungleich* 
m&saig wachsenden sich wie andere Zahlengebilde aus der 
Einheit bilden^ wie Polenzen,' Logarithmen u. s. w. Nun 
giebt es eine Bewegung^itae, die stets i^eichmSssig wachst, 
das ist die Zeit Die Zeit ist die einxige Grösse, bei der die 
konstante Geschwindigkeit ein Moment des Begriffes ist Man 
mflssCe sie deshalb auch durch eine anschauliche, konstant 
gleichmassige Bewegung messen, aber eine solche kann man 
nicht herstellen. Deshalb misst man sie mit einer periodisch 
konstanten Bewegung oder vieltneiir der periodischen Wirkung 
einer als konstant vorgestellten Kraft. Dass aber diese Kraft, 
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die SchweiT, in Wirklichkeit konstant ist, ist eben Voram- 
setfong. Nur dwi Sein selbst ist konstint, und dieses kon- 
stante Sein als konstante Betiehnng oder Bewegung vorgestellt, 
. ist die Zeit Eine Zeitgitae entsteht also* aoch ans der 
kleinsten angenommenen Einheit durch diesdhiB Snmmiemng 
wie die Zahlen aus der Eins. Und das ist dann bei jeder 
Bewegungsgrusse der Fall, die mit der Zeit gleiehmissig 
wiicbst. Wenn ich also eine gerade Linie dnrch eine gleicb- 
inässi^«' Uowngung durchmessen denke, so entstehen die durch- 
ni*»ss('nen Räume el)enso aus einer unmesshar kleinen Einheit, 
wie die Zeit, oder wie die Zahl nus der Eius. Darum hat 
Galilei die Zoit durch eine gerndo Linie dargestellt, die durch 
eine gleichinüssige üiMvegung durchmessen gedacht wird. Und 
Newton hat ganz naturgemnss zunächst die Inkremente der 
Tcrfinderliclieii (ieschwindigkeitcn mit den gleich nuissigen 
Inkrementen der Zeit in Verhnltnis gesetzt und dann an 
Stelle der Zeit den allgemeineren Begriff der gleichml «igen 
Bewegung gesetzt Nehme ich also das denkbar klemste 
Zeitroass, das aber jedenfhlls als eine Bewegung ron einem 
Punkte zu einem andern gedacht werden mnssadie. Eine 
endliehe ZeitgrSsse entsteht durch eine Wiederholnng dieser 
Bewegung, deren Zahl zwar unmessbnr, aber doch (»bjektir 
bestimmt sein muss. Bezeichne ich die endliche Zeitgrüsse 
mit (, so kann ich sie = mit setzen. 

Wird nun ein Köi]>er durch eine einmal wirkende Kraft 
in Bewegung geset/i, die sich vermöge der Beharrung be- 
hauptetf so ist der in jeder Zeiteinheit zurückgelegte Baum 
oder die Geschwindigkeit konstant, und aus diesen Geschwindig- 
keitsraumcn setzt sich der Gesamtraum zusammen, wie die 
Zahlenreihe aus der Eins.. Zur Zeiteinheit kann ich jeden 
beliebigen Zeitteil nehmen, auch einen unmesshar kleinen {dt). 
Es setzt sich die Zeii auch aus einer nur gejbchteii unmesa* 
baren Einheit ao suaammen, wie sieh die Zahkii ans der Eins 
-summieren, und wenn I irgend enien mesabaren Zeltraum 
bedeutet, so kann ich ihn als die Summe einer zwar nicht 
zählbaren, aber doch als Zahlenwert rorgestellten Anzahl (n) 
solcher Einheiten ( » ndt ausdrticken. Die Einheit Ht kann 



it — 

kh wie dit EiM •!• Faktor wggliwti odtr mImb» wit Meh 
tom FolmMn. Du hMm wM twtdMMff üiBt Mm 
dw nflUidM Bcdratang od«r di» Bililduiay d«t Zdiko- 
warles ToigeatolH irndfln tolL Dir lUimi, d«r in jedem d$ 
beeclirieben wild (i), iil aledaim die Geeekwindigkeit, middie 
Summe aller diiker OeeckwiBdigkeitBriome«*!» (dt) oder kt 
der Oemmtrmnm, der in der Zeit t benchrieben wird. Da 
ich nuD K nicht luessim kann, so bestimme ich da^tselbe durch 
die raessbare Einheit. Ist also K der Raum der messWren 
Zeiteinheit, so muss ich dl al« Bruch von 1 (() darstellen, 

mid denRam. ITab Produkt der GmckwbdigkeiU' 

und der Zeit ffl — Fcft, abdann itl nk'dt^tdk''j^mmK,i^wmk. 

Offenbar könnte ich dieselbe Wirkung auch ans n gleichen 
Kräften ableiten, die sich nicht behaupten, sondern sich, die 
eine nach der amlem, jedeamal in einem äi erMhAfifen; a]a> 
dann iel ebenfalls km (dt) die Gemmkwirknng dieser KrftfU 
in ndl oder in der Zeit I und V^mK, 

Whrkt nun eine stetige Kraft, die Bewegung, so erseugt 
sieh dieselbe Knftwirknng oder derselbe Raum in jeder un- 
messbaren Zeiteinlieit, d. b. in jedem Zeitabeehnitt, den eben 
die Körper gebrauchen, uju ihre Beziehung su einander tu 
verändern, immer vun neuem, wie durch die i^ehurrung sich 
der ursprüngliche Einheitsruum immer wiederholt. Die Be- " 
harrung ist eben die stetige Kraft der Behauptung, v. ie jene 
Kraft die der stetigen Wiedererzeugung. Es wirken mithin 
zwei stetige Kräfte, die eine die erzeugende, die andere die 
beharrende. Ich kann also die erzeugende stetige Kraft eben- 
falls in ebensoviel einmalige Kräfte auflösen, aU die Zeit 
solcher Zeiteinheiten in sich hat=n solcher Kräfte, deren 
Qesamtwirknng, wenn der Raum der Zeiteinheit (di) oder die 
Geschwindigkeit SB geeetst wirdsenib oder kt ist 

Diese Wirkungen sind nun sugleidi der Beharrung nnter» 
werfen, und wenn ich Toraussetie, dam die Wiederholungen 
durch die Wiedereneugung und die Beharrung sich gleich 
Terhalten, so behauptet sieh der erste Einheitsraum k vermöge 
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der Beharrung durch n ZeitHnheiten, der /.weite durch (« — 1) 
u. 8. f., der (n — !)'• durcli 2, der durch 1 Zeiteinheit, 
oder der erste wird «mal, der zweite (n — l)nial, der 
\ mal wiederliolt. Diese 1{äume bilden also eine arithmetische 
Ueihe k(illi) (1 + 2 .... + «), die n Glieder hat nnd deren 

Summe • =* -r-4- — Das würde auch der Gesanife- 

mttm sein, wenn A(fft) der wirkliclie Euheiteniini oder die 
ursprUnf^liche Geschwindigkeit wire; nllein die Geeehwindig- 
keit wiichsi hier wie bei der blossen Behnrmng die ganzen 
Räume. Wir mllssen also die GeechwindigkeiMInnie wiederara 
aus einem urspriinglichen Einheitsranm ableiten, und wie 

dort C so hier di ebenfalls in ft Teile teilen, — » dH^ dt as 

w 

mf^t^ t ss=: mit = n''il-t; es ist alsdann der neue F]inheiisraum 
oder die urnprüngliche Geschwindigkeit k' — kd^t^ wo dH als 

Bruch von <ft ausgedrflckt werden mosssB— , nnd der mit 

n 

dieser (icscliwindi^keit im ersten (V-l zurückgelegte Raum 
= hf^td^t. Im zv«iien d^i wird Termöge der Beliarruiig und 
der Wiedererzeugung der Raum 2lul*f<f^t zurUckgel^, im 
nhPtd't. Die Summe dieser liuume ist der ganze 
Raum, der in allen tui*!, d. h. in der Zeit dt turQckgelegt 
wird. Die Summe ist, wenn wir den summierten Raum 
if$ nennen, 

Y'^'^J '^ä '^ 

oder, da «flu s «ft ist, 

^^di^-^^dt'dU. 
2 2 

Nun bildet sich aber die ursprüngliche Geschwindigkeit, 
die sich in jeflem hviedererzeugt, immer erst innerhalb der 
Zeit <!*t und kommt gnnz erst nach Ablauf derselben oder im 
Anfange des folgenden d^t in dessen beharrender Anfangs- 
geschwindigkeit zur Geltung. £s fragt sich, welcher Teil 
davon immer auf den Raum Ton jedem d*< selbst zu rechnen 
ist. ktPt ist die beharrende Anluigsgeschwindigkeit vom 

Ootb«l, ]M«.ZttU. 8 
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iwtiftM dH, IM 4k von MImi A . Vm Rm 

dH invOckgelegt wird, M% • (Tt, der Mim tIdVt Dmmt 
Raum itl «Im 4er, d«r «eh imnrlMlb der 2dH gebOdet hat, 

und besieht aus dem beharrenden Räume und den Räumen, 
die innerhalb der beiden tPt zu gleichen Teilen Mich wieder- 
erzeugt haben. Neune ich jeden dieser Teile so ist 

erzeugten Zuwachs nur die Hälfte fUr jedes i*< in Rechnung 
gebracht werden, während wir Torhin das Game ametiteii. 

£s musa also für jedes tPt — ^ in Abxug gebracht werden. 

knd*t* k k 

also fttr udh oder iU — ~ — oder —dUl^L - dtd^t von der obigen 

k k k 
Gleichung dtaa — di*-^'^ dtd*^ abgezogen, giebt ässa- dfi, 

k 

Ich habe also ftlr das erste dt den Raum -zät'» Die 

a 

behurreude Geschwindigkeit am Anfang des zweiten tit ist 

kiUf mit dieser legt der Körper im zweiten tU den Rauia 

kilt* zurttck, zugleich durch die Wiedererzeugung denselben 

k 8 
Baun wie im eraten <ft » ä ^ ganzen also . Ixft*, 

im dritten legt er ASUIt* 4- <lt^ inrftck v | kdi!^ , im 

SS M 

|(2n — 1)</^*, die Summe dieser Räume -^-^1 4-84- 

ö.... + (2w— l))n ist «|c/<V= |t«. 

Will ich nun den Raum für die messbare Zeit ( un* 
mittelbar aus dem für d^t ableiten, ho i^t, wenn k der ur- 
sprUngliche Kinheitsraum ist, der Gesarotraum oder die Summe 
der in allen dH surttckgelegten Räume, da tsadUu* ist 

f_ik(dN)(l+2... + n + ii+l... + 2M + 2« + l — 

Die Summe dieser Räume ist, da sie Glieder hat 
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f » ~{dH)(n* + !••) ana da idi wieder ftr jedes dH |« 

also fttr t ^n* absieheii rnnss § mm -^-liPAn* mm.- fi, 

Will icli nun k durch den Raum der messbaren Zeit- 
grOsse < bestimmen an A*, so ist d't nicht mehr die Einheit, 

sondern ein Bradi von ls= ond iclimMl«BtfHN*selMn, 
ilao i^mmdMi*. Dana lantel die Gleidmng -dM^mmK, 

j*'*<*==,>//^« = „4v'w*«*»fcfc«--l«^ — ^. oder 
ib«2iC und ll'^Jiri« 

Wird nun ein Körper durch eine stetig erzeugende Kraft 
Ijewegt, die nicht gleich bleibt, sondern deren Intensität in 
jeder Zeiteinheit sich glcichmüssig Terst&rkt, so können wir 
dieselbe in zwei Kräfte serlegen, die eine die erzeugende, die 
andere die Tcrstärkcnde, welche beide mit der Beharrung 
Terbunden sind. leh habe alsdann drei stetige KrfiAe* Zei- 
lege ich nnn die erseogende Kraft wiederum in so nel ein* 
malige Kräfte, ab die Zeit Einheiten hat (I » «(dif)), die nach- 
einander wirken, so wird jede dieser n maligen Iropulse durdi 
xwei Krfifte potenziert, wie vorhin durch die eine Kraft der 
Beharrung allein, und «war wiederum der errte Impuls durdi 
9i(r/<) Zeiteinheiten hindurch, und es wird dadurch ein Baum 

eneugt, wie ihn die swei stetigen Kräfte verursachen w ^ a* (cft), 

der sweite wird (a— .1), der (a — 1)^ 2 und der n«* 1 Zeit- 
einheit hindurch poteiudert Bie Summe dieser Gesdiwindig« 
keitsrftume wir» der Gesamtranm. Die Bftuma Mlden die Reihe 

die a Glieder hat und deren Summe ist 

3^ ' •1..2-8 l«a-8 2*2 

k (dl) n kt» ik» kl_^ 

'*"2.1-2*8"' 1-2-8 •2-2'^a-l-2'8* 

«♦ • . • 



/ 



* 

Das ist auch wirklich der Qesamtraum, solang« dt die 
Zeiteinheit und kdt der gleiehmiieig» Zuwachs der Qe- 
aehwliidiglciit iii 

Alle» b«iregt ach ein Kfirper nnr durch die Behaifungi 
also durch Eine ■telig' Knft, eo tnlefteheii die Rfiume tut 
der .Gcsehwindigkeik, wie die Zeiten aus der Zeiteinheit (ill), 
oder wie die Zahlen ans der Eins, wird der Körper durch 
. «wei stetige Kräfte, eine erzeugende und die erhuUende, be- 
wegt, so wachsen die Geschwindigkeiten wie df>rt die l{äume, 
d. h. die in jedem tlt zurik-kgelegten Häume entstehen uuh 
einer ursprünglicheren Einheit wie durt die Hüunie uns der 
konstanten (iesihwindigkeit. Ich musu>te also tlt uuf eine ur- 
sprünglichere Ein)ieit</'< zurückführen = Dunn wuclisen 
die Qe.-«chwindigkeiten konütant in jedem (Ht um kd^t oder (lUr 
^ = 1 und essA') um 2Kit*t und entstanden hieraus wie die 
Zahlen aus der Eins, also durch Multiplikation, wie bei kon- 
stanter Geschwindigkeit durch Addition. JÜe USume aber 
wuchsen wie die Quadnic der Zeiten oder der Zahlen der 
Zalüenreihe. Xun aber bei drei stetigen KrSflen wachsen 
die Geschwindigkeiten ¥rie die Quadrate der Zeiten, also erst . 
di^ Zu^rachsrSume wie die Zeiten oder die Zahfcn der Zahlen- 
. reihe aus der Einheit Ich muss also auch tl*i auf eine ur- 
sprünglichere Einheit zurückfUlireu alsdann iatd't = mlU^ 
dt = uW, t = n\lH. 

Ist nun h der ursprüngliche Einheit^raum oder der 
Zuwachsrauni, der sich in jedem tiH wiedererzeugt, so werden 
in 2.dH 2/-, in d. h. in jedem d-t nL^ in jetlem dt m*X\ und 
in allen d% d. h. in mit otler / n^k Zuwüchse der (leschwindig- 
keit erzeugt. Von diesen behauptet sich, das erste durch 
alle dH^ d. i. durch H*d-^t^ das zweite durch (m*— •!) c/*^ 
das k durch 8, das duteh I dH: 

Diese Zuwachsr&unie bilden die Reihe:^ '\ 

I; (1-1-2. ... + n + <»+l% .V. + J»* 4- »* + 1 . . . . -h «•). 
die ft^ Glieder hat und deren . Suntate *' . 

k . , i' -'ri .^ -i 

2 2 .2; • 2 
ist. Da aber wieder nur die Hälfte des Zuwuchsraumes fUr 
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jedes t^t wibsi, oder irns dasselbe irt, die HülOe des £nd- 
ittwtebses kn* oder in Rechniiiig gebneht werden dir^ 
wührend bei der Summiemng der geine ZnwAcItwmmn in 

Kechnung geatzt ist, so muas ich wieder ^ n' ahsciehen und 
tis bleibt • « - n* oder - 1\ 

Schliesae ieh bei n ab, so bekomme idi fttr ii(<^t)^ d. i. 

h k 

dH die Geechwindigkeit -it*, d. L fOr daa aweite äH 

1* Ä ' ' ' 

-2*2a*....« für daa n*" dH, d. L cft-ii*«!!*...., knni, die 

<jC8rh\vindi>?keiU'n wachsen wie die Quadrath ihrer Zeiten, 
und die Summe der mit ihnen in allen d^t lurQekgelegten 
Rfturoe iai der Gefiamtraam 

2 

Die Reihe hat Glieder und also ist 

itii'^(n«-4-i)(2M«4-l) kn* An« In« 
is- — i ^-i-s " ~ « ii €i ~H 



2 1*2*8 1*2*8 ' 2-2 ' 21-2-8 

oder 

kfi Ii . 

*'l-2-8'*"2-2"*"2' t-2-8' 

Boi dieser Sunimierung habe ich aber die Geschwindig- 
keitsriiume so angenommen, als ob sie sich mit konstanter 
GeJickwintligkcit bildeten, wie vorhin die Räume, die durch 
die angenommenen einmal und nach einander wirkenden 
Kräfte verursacht werden. Da aber die Rftnme stetig werdende 
sind, darf ich nur die H&lfte der angenommeiien Werte, in 

Rechnung setzen. Ich darf fQr jedes (l*t nicht ~ n* ((IH)^ 

sondern n' rechnen, also für alle <^t, d. L n\d^t n\ d. . 
wenn icb die nnmeesbten ZeiiteÜt WM^denim als Brilehe der 
messbwen darsteUe, ^aW»^ d. i. di« i. Glisd der 



SummengleichuDg, muss abgexogen werden. Ebenso lutbe ich 
auch dia Ilndgwoliwindigktit fllr j«d«a dicttr RioiM woa d*i 

um dS» HlUlt m yM genoMMi, d. b. alio Ar 

k k k 

Dicies ^H(äH) isi deijenig« Teil der QeMhwindigkeit, der 

den Battm jedes folgenden A in graee nuidii Beetimnie ich 

nan k dinch den Rnnm der neesberen Zeiteinlieit KeliaM 

k^ 

ich vorläufig an, der thatnichliche O e ee mtn i nn i eei — YTj^'* 
eo ist. weim ich t^sX setze und dessen (iebamtruum s A', 
- asiT, oder k^6K. Dee Iii die ufinrangliehe In> 

tensitSi Der Einheitomun, der ron ifl, oder der Zu* 

wachsraum, der sich in jedem d^i bildet, » wmBKdH 

• k 

ss'-d'^t. Der ganze Zuwachsrauni ilir alle äH^ d.i. 
o 

k k 
aet _ »^(i^t Indem ich also bei der Sumraierung ^ u Zu- 
O 2 

waehsriume xu viel genommen Imbe, habe ieh den Wert 

k k ' ' 

n*dH oder ^-^l tu nd genommen. Das dritte Glied 



2-6 2-6 

der Sumju4%ngleichang muss also auch abgezogen werden. 

Der Ge8amtmumi8t-~^ <*«>iri«. Diefindgeachwindig- 

keit von wenn ich in der Summengleichung fttr 

u'^'H* aeinen Wert ala Bruch der meaabaren Zeit einaetze 

Ist die Intensitii euier jeden der sieh gegenseitig ver» 
st&rkenden KrSfteBA« so iat die Geaamtanten8iti&t « der 
Summe je sweler kombinierten Einielintenait&ten, bei 2 KrOfken 
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■.2 1, bei S KrtfteiiaB8*2, wie im Mth lülllrlieh kt 
Und haben wir yM«», lo kOnneD wir p solcher Kruffce an* 

nehman, teen GeMuntiiilenrittl in der Zeiteiahett eieh 

n 

tu pip — 1 ) (/> — 2) .... 2 • 1 Ruramiert Die Endgeechwindig* 
keii des ernten dH iai — kp ip — 1) — 2-1 (M. 

Qeht man yon dem in der meeebaren Zeit beschriebenen 
Raum »nt, eo sind die unmeaebarea Zeiteinheiten der ver- 



schiedcDcn Ordnung BrQche der messbaren Zeit dH=*--; 
kdH oder if^f, der vrnirflnirlidie Embeilmnnm oder Znwae^«- 



H 1 
.räum, und setie ich lasl, - alaoiK<fi, so ist d^s 

w^h'~^ ktUP» Ist ferner K' der Bann l&r I ? , so ist 

</p« = 1 . 2 • 3 . . ,pKdtf. Für alle nd% d. i. für df-U wird 
der Raum, = 2 • ^ .,,pKtdtP-\ fWr alle mlP-^t, d. i. 

für wird « 3 • 4 ...^ATcV«»-«, Pralle ml9-(p-*it 

oder für c/t wird di^pKt^'^^dt^ f&r alle ndl oder ( wird 

BwmKP. Die Ableitung erster Ordnung ^ ist^püTl»**', 

die der zweiten =^p{p — 1)A'<»~*, die der p**" Ordnung 

Stellt man das Aignment als Abscisse und die Funktion 
als Ordinate dar, so Tertritt die gerade Linie die Zeit, d. h. 
die kontinuteiliche Zahlenskala* und die TenchiedeneD Ab- 
leitungen bedeuten RiehtongsferSndemngen, wie bei der Zeil- 
Skala Geschwindigkeitmittndermigea. 

Will ich nun unmittelbar die Differentiale als BrQche 
der aus ihrer Sumiuierung entstandenen messbaren Grössen 
darstellen, so handelt es sich darum, die Einheitszahl zu 
finden, aus der y durch dieselbe einfache Add.'Mon entsteht, 
wie X aus der Einheit dx, d h. ist .r = ndr, wie gross ist m, 
damit y =a mdy oder da m immer » kn gesetzt werden kann, 
^-Jm^ identisch ist? Wfihnnd also die Binheit d» a.aal 
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^ddi^tt^ ^^itb^ii ^^^^^^^ IBbfthitft^ ^bi^y w^iBul mft M^^b 
addiert jr, d. k' ii cnMeht dinch mahAt Addition tm der 
Einheit y aoi <fjf dwch Bf u^tipUkatioB mit k 
Habe ich y — x», so iet 

£b«ii80 irwi/j/ 4- <(y =e t* -i- dt^^ 
t/y oder + — 



— |tt»-»ilr +'~^^^J»-•d:^•^- 



if 1.2 i-a.a dt» 

1-2 1-2 3 M*^ 

Dae wftrde auch wiedemm der Wert Ar j aeia, wenn if^y ala 

eine stetig werdende Grösse betrachtet und aus den verschiedenen 
Einheitsordnungeu durch ebensoviel Suraniierungen cnler In- 
tegrationen zuüumniengeüetzt werden nullte. A)>er hier ist 
dt/ die gewordene Grosse, aus der durch eine einmalige Sum- 
uiierung y entsteht, wie .r aus <Le ixlcr t/.r ans iP^e u- 8. f., 
oder überhaupt die Zahlen der Zahlenreihe aus der Einü 
oder einer als Einheit angenommenen Zuhl. Du füllen die 
noch nicht entwickelten Glieder der bölieren Einbeitsordnungen 

— , \ u. 8. w. fort und ^ ist = », ^ = \ du also =b^^^ dir 
« n» k p X 

Will ich nun dg auf dieeelbe Weite auf seine Einheite- 
xahl surUckfOhren, ao ist 

k' berechnet sich auf dieselbe Weise — ^-r, und 
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Die uniirllnglklie Einheit, dnreh deren komtente Wieder- 
eneugung und Belianrung eieh die menbnre eteüge Qitae 
bildet, ist » dem fecnpraken Werte dee Pkodvktee »ne den 

Veriiiltniimihlen twieeben den Tererhiedenen Einheilmrdniingen 

▼on >f und .r, der Funktion und des Arguments. 
Hai>e ich allgemein ^ = />, so ist 



. nV.:. ib<^' rfi^ ~ i.^^»>" . 

Ist jrskgA so ist 

AfK/y»logm/.r; ^ • f/y « log nc/,r; ^«IS^^ 



i^m/y + <(y = log (n + 1) (£r; 
1 — »f^g A (n4- 1)M 

log « ' .r log * •'^ • . 

oder flir # da Basis ^ 

Die einxelnen Glieder der Reihe 

*1 1 . 1 

sind die reciproken Werte jener ursprOngliehea Bewegungs- 
momente, durch deren stetige Wiedereneugung in der 

ursprünglichen Zeiteinheit und gleichzeitige Beharrung 
sich die Wirkung zu der Potenz der Zeit summiert, 



— 4t — 

' Mwa ich d«o Kipomptw n W«ft« der Zahlen- 

iMtse. ht ymiji^^ ao ist y «elbat oder ^Ml;fUr 
^"-If ftUy — x' ist ^ — 1-2; fOr^ — ^isi 

Dia xcdproken Werte maä 1, p Y.2-a *'*' ^ 
ilie Sumiiie denellMii Iii #. Dit BMb 1 + - ut nmgdnliri 
komtenfti indtiii idi b i md itv BfnAtefl foii » 

M 

>>dtr fttteh indem icliiü» l und -'"^ m 1 und «llgemein 

«l**~*dr-f- (^'jraB 1 4- - setze, während ich loasi bei der 
Differeniieruiig » ak YieMhchM tob djt mm mI» und ttbeiliMipl 

Bai dar PotemfunklioB war di« AnaaU der atetigen 
gleichen KiSHe gegeben »dem Exponenten, und m fer> 
inderte aich die Dauer dM Wirkena der Basis und die 

Grosse der Wirkung = der Potenz stetig, und die Aufgabe 
war, uuü der Dauer die Qraaf>e und aus der (irü:ise die Dauer 
zu berecliuou. 

Bei der Exponential- oder Logarithuienfunktiun ver- 
findert sich die Anzahl oder die Intensität der stetigen 
gleichen Kräfte stetig ~ dem Exponenten und die Grös.se 
der Wirkung s der Zahl, es ist aber die Zeitdauer kousüiut 
oder gegeben = der Basis, und es ist die Aufgabe, die Zahl 
der Kräfte aus der Grosse der Wirkung, oder die Ordsse der 
Wirkung aus der Zahl der Kräfte zu berechnen. Wie ich 
aber bei der Potouf unktion die Wiikung einer stetigen Kraft, 

die in dem Zeitelement — sich immer yoo neuem eneuifi, 

n 



durdi die tob n Kräften «TMteen kann, die aich nach einander 
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in der Zeit ^ enchöpfeiit so laaarn ich tneh bei der Loga* 

rithmenfunktion die Anzahl der stetigen gleichen Kräfte 
wiederum durch eine Kraft ersetzen, deren Intensität sich 
stetig ändert und deren Zuwachs «■ der Summe der stetigen 

Znwtleliae der ii Kmllinflningen Iii Habe ieb nun ^1 4-^ 

Mi, ao ist e die Wirkung tob n atetagen Kraflan, mit der 

Intensität einer jeden ftlr die Zeit 1 + Die Anzahl 

der Kräfte n ist log < für die Basis + ^ 

Potemfunktion yw^r» die AmaU der KrSfle |»aslogy 

die Baaia jr ist Will ich noo die Kiifte «■ log« durch eine 

Krall etsetien, ao ainaa dieae die ursprüngliehe Intenaitftt 

V log « haben ^ w. Setie ieh mngekehrl die Wirkung 

1 i 11 

MB 1 ^ — , ao iai 1 + QBd - der Logarithmiia Ton 

H «II 

1 -f ftr die Baaia « (die Zeil) die afaprttngUdie Kraft- 
II 

Intensität, die durch stetige Wiedereneugung in dem Zeit- 
element i filr die Zeit « die Wirkung 1 +1^*- + + - 
Terunacht. 

lapeciellen Fall in raallgeineineni, multtpliiieve 



ich die Gleichung 1.+ mit o*, alsdann ist (.r-^dje) 

SB Jf • iP, ^"^^ aiB«*, log ("~-~--) (-"^ 

■K^log««>^log«, oder wenn yaBlog4P, iat, k)g« 

•dx, 1^ = I log« und Air «■» 1, log «; bt also 
»jr, 80 muss entweder die Anzahl der stetigen gleichen 
Kilfte mit der Intenaitli ^ un iinfimg log aem nnd in 
Jedem Zeitelement da vm eine i^eiche Kraft wachsen oder die 
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ttiiprllQglkh« kleodttl «Dir ]ütift Mio und 

diesen selben Wert in jedem dx wieder erzeugen, wenn die 
Wirkung x dem Werte der Potenz von der gegebenen 
Zeit als Basis und der big diüun entwickolten Kriiflint^ntitiU 
al« Exponent sein soH. 

Während bei der Potenzfunktion y » jr» die Iniensit&t 
oder die Anzahl der stetigen Kräfte konstant ist und die 
Zeitdauer und BewegungsgrOsse sich stetig Yerandern, bei 
der Eipooential* oder Logarithroenfuiiktioa aber die Zeit» 
dauer konntanl, uad die Bewegitng^grCaae und die Anahl 
der stetigen Kr&fte- oder die IntensitiLt einer Kraft sich stetig 
Sndert, eo ttt das dritte QrttndproUein der Stetiglmts« 
rechnung das, wo die Bewegungsgnjsse konstant ist, aber 
die Zeit «und 'W' Kraftintensitat sich stetig Sndert Das isl 

die Gleichung ^ «■ a; jr log loga; y sb |^|^^- 

Ein besonderer Fall dieses Problenis sind die trigono- 
metrischen Fuiiktiunen. Habe ich zwei eiiuuulige Krüi't^i 
von verschiedener Uichtung mit demselben Angriffspunkt 
(o und 6), so ist, die W'irkung = c gesetzt, a*4-(>*air*. 
Lasse ich nun die beiden Kräfte sich stetig ändern, die eine 
stetig zu-, die andere stetig abnehmen, aber so, dass die 
Wirkung immer dieselbe bleibt, so ist ;r* + e*; Jtde 

-^ydy^o*^ dx^ —^-dy und djf=i—~d,t^ und da x 



say^mp und yasf^c"— a;*« SO kann ich th und <^ ala 
Funktionen von je oder y daraus berechnen. 

Allein hier handelt es sich nicht nur um die GrOsse der 

Kräfte, sondern auch um die Richtung der Getuimtwirkung, 
die sich ebenfalls stetig ändert. Ich ueluiie deshalb die 
konstante Bewegungsgrösse zum Hudius eines Kreises, x als 
Sinus-, y als Cosinusliuie, oder für jenen = 1 als sinus z und 
Cosinus z, wenn z den Kreisboger. bezeichnet. Hier vertritt 
die gleichmüssige Zunahme der Peripherie die kontinuierliche 
S^hlenskala, die die Zeit fllr die Zunahme der Geschwindig- 
keit darbietet a al«> s sin y ss cos Um nun die stetige 



Digitized by Google 



1 



— 45 — 



'] ZnnahiM von m dureh die tob r nt beslimiiMo, kann ich 

^ wied«(«m.eb..i«l«-i4-<b-w.«md^-i^J^ »rf 

w dir *z 

dann wie Torher bei den andern Elementarfunktionen he- 

1 

reebnen. Ich finde dann f&r den enrai kms md fttr den 

1 j j j • ain^-coscrf* 
oosinna « — ^ , io daaa <r* « aatna «■ : 

tgi ' t sin z 

tmtMzdt und r/cosx«s — «in z sich erj^ebt Allein ich 
kann ee nnmittclharer durch das charakteristische Dreieck 
machen. lai die lüfferent des Radina und dea Goainua 
l^jfaBe, 80 lak drm» — djf, laglekh nber, wenn « den 
Bogen und * den Smoa heieichnel, di^'\-4x^m»d*\ oder 

•I*' 

lAr* 4- J^* ao da aljcr t/djfss — -.«tr, also dytsa^^-dx 

y 

ist, 80 ist </x««c/jf»4- C<^^r«««/x«^^5^1±^ i/« 

9B — ; dxmmydz^ d'mtssetmtdz oder nach der gewöhn* 

liehen Bezeichnung </sin .r = cos. rc/.r, und ebenso dcos.r 
» — sin.rr/j*. l hcrtrüjjt man diese Funktionen nun auf Eine 
Richtung der Bewehrung, so bezeichnet a die Zeit und die 

AUeitonR.» - «Ml ^ «n4 die Oe^hwiMÜglcdfa». 

die die beiden Krüfte, eine jede fßr sich, erzeugen, wiihrcnd 
die Summe dieser Geschwindigkeiten immer dieselbe ist wie 
' auch der Raun. Darin liegt der Grund der VerwandtachafI 
der logarithmiachen und Kreiafunktwnen. 

Die Rechnung mii den sogenannten unendlich ' kleinen 
Grossen ist gans dieselbe wie mit den endlichen GrOesen. 
Sie aind ebenso wie diese reine Zahlenwerte, die ans der Eina 
entiitehen, und stehen unter steh und mit den endlichen Gr&ssen 
in demselben arithmetischen Verhältnis, in dem die endlichen . 
• Grössen unter sich stehen. Deshalb ist auch die Rechnung 
mit ihnen ebenso genau, und die unendlich kleinen Grössen 
höherer Ordnungen, d. h. die Zahlenwerte ursprünglicherer 
üdnheitsordnuugen, werden nicht deshalb aja Summanden Ter- 



oMbllitigt, w«l Mt TCb*iT, im Ywbftlteii m im Mmm 

niaderor Ordnungen, d. b. la dia Wertin der «bgeleiteien 

Einheitsord Hungen 0 sind, sondern weil sie bei deren Suui- 
uiierung sich überhaupt nicht oder noch nicht gebildet hab«n 
und thateächlich 0 sind. Auch kOnnen sie ebenso als Zahlen- 

gitoen daigeetdh wwdes. d» kum ich dmtb ^, «6;* dnidi 

stellen. Kurzum, ich kann di**. ßegrilVäzeicheu in der InHui- 
tesinmlreclinung in Wert- oder Zahltnzeichen verwandeln. 
Für dan Integrabeichen / kuim ich di« Faktoren fi oder 

iM w^auiiu Jihiik 9m mU mm je, lel jf m /r, to ie^ 
» ^ smfje'iU^ mm kj*je 'mU mm kfx'jr; /ify also oder mtfy 
Istilya-j^.aolieiaeldas 



— , hat« ich — Jf», toktf^ =.rP, y = — - . 

<wr Ära? p+l 

Auf der Beetinjmtheit des Faktors k beruht die Genauig* 
keit der Infinitesimalrechnung. Er ist aber desshalb fUr jede 
Einheitsordnung </y, c/*^ u. s. f. bestiniml, w«U jede eine 
Funktion der oitepreehendea £inheitioidnung Ton iel» d.r, 
tf^je (das f&r J7 SB 1 äjfl wird) n. a. £, und wenn dir, d*Jt 
vun,t Einheit, also konstant sbd, so sind die Zuwüchse « 0, 
und wenn ich dio Funktion / {jf + tf'^) / (td^ + äs) 
■K/c/.r(ii4- 1) oder /(tU-^iPu^) = jiPx(u + 1) u. s. f. eni> 
widcele, so sind die Glieder der ursprünglicheren Einheits- 
ordnungen s=> 0, und es bleibt nur dos Glied der aU Einheit 
angenommenen Ordnung. 

Ist y so ist </y ^ M (.r 4- <U)f » ui» 

+p(p — '«if* .... — Das Qlied mit lü^ 
ist — 0, £ also dir, ^ — /W!»-»i£if, 1 also « 

5 ™ ;^ 
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mB#*coiidlr-4-CM«-rin<Cv---iiii tfaBnii#(Q08<r4f_ i) 4- cos« 
•iindlr. om «/«ktMlf-aSad^aM dir, oder «bo m 0 

, 1 C0S4? . 
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